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EXERCICES 


DK 


mathEmatioues 


AVBItTISSKHENT. 


(If't ()uvr«j;j[C SC! composova (I’uno suite d’artlclcs sur les diflerentes 
|)ai‘lies (les Seieiiees niathcmatiques. II paraitra par livraisons qui se 
sue.Ciideront si d(ss (!po((ucs peu eloigndcs I’uiie de I’autre. Dans ces ar- 
ticles, on se propose do passer Ch revue les divers es branches d’Ana- 
lyse, (IVitdaircir les diffieulUis qu’elles prosentent ct d’offrir de nou- 
v(dles mi'ithodes, si I’aide (lesquollcs ou puissc trailer plus facilement 
(les questions dejs'i r( 5 Solues, ou rcsoudre celles qui ne I’etaient pas 
(uicore. Les principales appliisations de cos methodes seront relatives st 
la PliysiqiK'., si la Miiesinique et ii la Tlieoric des nombres. Parmi les 
objets ((ui seront traiU's dans les Exercices, on pent dbs ii present in- 
(liquer : 

line forinulc qui fournit immediatement unc limite de la plus petite 
(lidereneo entre les rsicinos d’unc equation num^rique, sans que Ton 
suit obligd de reeourir iiTcquation aux carres des dilfdrences; 

La thdorie des moments Ibviaires, semnt a simplifier I’enseignement 
de la Mdeanique rationnelle; 

line mdthode k I’aide de laquelle on pent int6grer par approxima- 
tion (les equations (liflf^rentielles de forme quelconque, en determinant 
les limites des erreurs commises; 
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AVEUTISSKMKNT. 


Line nouvcile iheoiie du conlact dcs <‘otirl)<‘s ct des suHaces ; 

La tlieoric des inf.oj'i'ales delinies (*( la dt* roriiiuI<'s 

ndesqui founiissent los valours dos inJ off rales <l('dltdi‘s doja (•(iniiucs el 
d’un grand iioiuhre d’aulros; 

La resolution des 0(juaU()ns nuiuoriquos paries iuteg»"iles detini«'s; 

L'integratiou <les equations a ux dirierenees parlielles lii»eaires ou 
lion liucain^s ; 

Kiifin uu nouveau ealeul, desigue sous le uoiii <!e aihul tlvs irsuhis, 
et ((ui scrtii souiiuer la serie <!<' Lagrange ave<' d'aiilres s«‘ries du lueiue 
genre, ainsi qu’a (Hablir des Idriuides uouvelles, relatives, soit a la 
determination des iulegral(>s <lefini(‘s, soit a la soiuiuatiou des suites 
ou ii revaluation d<‘s protluils eoniposes d’uu noiubre iniiui de I'ae- 
teurs. 

A la <l(!rnier(! livraison de eha(|ue aumu* sera joitite uue Table des 
inatibrcs. 



SUR L’ANALYSE 


DES SECTIONS ANGULAIRES. 


Dopuis (lUchfiKi lonips, les goombtres se sont propose <le rbsoudre les 
(lillicnltes quo p(!uvont offrir plusieurs formules relatives aux sections 
angulaires. (]<'s inbinos difficultcs sc trouvant aussi resolucs par les 
uibtho(l(<s <(uo j’ai donneos dans Ic T mid d’ Analyse, public en iSax, 
j’ai pense (pi’cn no vorrait pas sans interet une indication sommaire de 
cos lucthodos, ct dos avautagos qu’on pout on rctirer. 

L(is expressions quo Ton rencontre dans la tlieorie des sections an- 
gulaires sont do deux ospbccs. Les lines adinettent desvaleurs multi- 
ples : Ids sunt les logaritluncs ct les puissances fractionnaires des 
quautitbs negatives et des expressions imaginaircs. D’autres n’admet- 
(ent qu’une seulo valeur : ids sont, le plus oi'dinairenient, les deve- 
loppeinonls en series. Qudquefois, parmi les valeurs multiples qu’une 
(ixprossion presen te, on rencontre une valeur particulibre qui merite 
d’etre romarqueo. II m’a paru nbcessaire de distinguer dans la nota- 
tion eette valeur particulibre do loules les autres, afin d’eviter la con- 
fusion quo pourrait introduire dans le calcul I’emploi de la mbme nota- 
tion pour des usages divers. C’cst pour cette raison quo j’ai propose 
d’enlourer de doubles traits ou de doubles parentbbses les quantiles 
(‘.ornpriscs dans des fonctions qui adinettent des valeurs multiples; 
d’indiqucr, par cxemple, par 

(i) /((«-+• ft ou ((a 4- ft v/”))** 

I’un quelconque deslogaritlimesde I’expression imaginaire a+h^—i. 
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oil rune do SOS piiissanoos IVaotioniiain-s du tloj^ro a » ; ci <!«• iv 

sorvor los uotalions 

(a) /{ll I f>\ r, tt . />\ 1:* 

poiio indiquor un soul d(* oos lo}'antliu»t‘s, <m am* soulo do oos jmis 
sancos. KiUroiis, i\ oostijol, dans (jtiolquos liolails. 

Si I’oa dosigno par /• la raciiu* oarroo positivo do tt' • /r. ci par 0 
oolni dos aros, (‘.oinpris nilro los liudtos ipii a pinir laioioiil.- 

lo rapport-, on aura gdiidraliunoul, pour dos valonrs positives do tt. 

i{{tt-l- ./(/•) \ '/\ I : | 

((« 1 -fty' -ij)’*' rl'-{t'im;iO i y i siii_v*i .n i »i'' ; 

tandis qu’on aura, pour dos valours nouati\os do a, 
i-/n' ">)) i(n i Oy 1 . /,i (?., 

((« 0)'* . /•I‘(cns/i'y i y I siii;iv^tt I, !', 

Or, parmi los valours mnltiplos do /(( i ^ i] on osl uiio ipti ujorilo d Viro 
ruiuar(|ud(^, savoir la vahuir roollo 



/iU 

qu il csl uaturold’iudiquor a I’aido do parouthosos siiiipios, (to tnouH*. 
parmi los valours luultiplos do it on oxislo uno qn'il ost ogalo- 

mout naturol d’iudiquor it rai<lo do parojtlhosos simpU s. savidr la va^ 
lour reello 

It* -I. 

Cela po8(5, si I'ou couvund do roduiro it la fols. datis los doitx iiiomhros 
de chacuno des formulcs ('}). los paronlliosos ,l„„|,|os i, dos parotitliosos 
simples, on obtioadra los formulos 


( 5 ) I 'I, 

( (« -i- r^icmiAO 0 V 'i 

qui serviront a d^linir les oxprossious (a), mais «««|«„n,u .Joh v». 
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lours posilivos (hi lu constiuit(5 a. II cst important de remarquer que 
(ihaiiuiui (his ('Kjuatioiis (5) continucra de subsister si Ton change, dans 
h‘s (hiux nuiiulin's, hi siguedo \/— i. 

Dans I(i (‘.as oil a (ist ncgalif, Ics valeurs des expressions /((— r)) et 
((" - i))'\ (•()nipris(is dans les s(icou(ls inembres des formulcs(4), sont 
touUis iiuaginaires, (it run ne voit aucune raison pour appliquer la no- 

(atioii /( i)(»u rune de CCS valeurs plutot qu’a I’autre. On doit 

done- alors abandonner his notations /(rt + fty/— i), (rt + 6y^— i)*^, ainsi 
(|U(i his notations /( — i) et ( - i)*''. U y a plus : I’emploi de ces notations 
ollVirait un grave inc.onvenient. Kn eftbt, adiuettons, pour un instant, 
la notation (— i)’'* (ioinnie repri'isentant la plus simple des valeurs de 

(( i))!'-, savoir r(ixpression iniaginaire cos[ji.tc + \/— i sinp.:!;; et sup- 

posons ((ue la (hilinition do {<i h\[— if sc (hkluise des formules (4), 

(juand a devient lU'gatif, coinme ellc so d(iduisait des formules (3), 
(|uan(l a ('dait positif. On aura 

(tt I /< /•!'■( (iosft^ 4" siuf/O) (c(>sfjwr4- siofATr); 

(d, (iotte (hirni(ir(i (diualion devra subsister en meine temps que la se- 
(nnnhi des formules (/I), quand on supposera (2 = o, i = — i. Par suite 
on s(ira forefi (radnuitliMi a la Ibis les deux Equations 

( )'*■ ■; - (iosf^y — y/ - I sinf^~) 

^-yCrTsiui^^ ( cos pin: 4- sinpTr), 

(lout la prciiuiiiro exclul (jvidemment la scconde. 

Les notations 

/(rt4- (rt4- 

('(istreintes, comme on vient de lo dire, aucas oil <2 est positif, jouissent 
d’uno proprioto trlis rcmarquablc {wir V Analyse edgibnque, Chap. IX, 
et les 37 " (it 38* Lemons du Calcul infmitdsimal). Cette propri6t6 consiste 
on ce que les series convergeiitcs, qui fournissent les d4veloppements 
dc l{a 4 - b) et de (a 4- hf, quand est inftrieur k a*, repr^sentent 
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onconi les (l('iv('l<)|)p(‘ni(‘nls <!(• i i fide */ . i ”, dans 

lo cas oil Tou iTinplaro h par Ay »• <’\pr<'ssi<iiis ijuajii- 

nairos 

l[ii 1 I , i! ^ it \ I 


son(., pariui l('s (livorsi's vah’tirs i h\ i rfdi* a ; i 

io8 spuliis (jui jouisspnl tic ccltf proprirl**. l»f plu.s, cuiuinf mi a 

l•al(^m(lnt, on jiosani ^ B. 


I /(« -l- Ay i) /u/» ; / I i l( y I , 

( {» I - Ay 1 /* ,t!* I 1 JI y 1 


il I'slolair qu’ou poiil so roiilcnJor dVtahlir la pruprirtr .‘u ijUfsIi.tii, 
pour Ic cas oil Ton suppiisi* la riHisluiifi* r/ irtiuip* it runhc. :iiu>« ijUf 
j<! I'ai iail dans r.lw//)w til^rhritiuv. 

Jo vais uiaiiUtMianl rappcicr cn pcu dr iiitils tjHtdijiicr. applicatittiis 
(Iph priiicipcs chIcssus (‘xpos.'s, ct qtudtjtifs-uufN tics r.iri.Milcs ;mv. 
((uollcs ils couduiscnl. 


r.(\s (xiualioiis (|ii(! r«n rcncoiUrc tians I'aualvM. dcs MTjiutis ait^u- 
laircH soul <lc deux cspcccs. Dans qutdtjufs-uucs li'i'iilrt* fJIfs, 
luo.uhri^ a dcs valours uudliplos. <> stml los .•.i.iaU.M.s pro- 

rises; car cliaquo c(|uali()n do coHo ospi-oo iiidiiiuo souloiiioitl ipif rimo 
lies valcura dii premier moudire ost op),, j, p,,,,,. valour- tiu m- 
< (mil. On pout clter eoinine oxomjdes los funiiitlos ’} ' ot j }, Hau^ trail" 
Ires equations, le second niernltroa uiio valour doioriuiiioo. Al.trs il u\ 

ailrait nul avantage i. placer dans le premior ineiul.re d..» 

dont Ics valours stu-aient mulliples; ear ee seriih imiitpior on iiuoiiiite 
sorte qu’on no sail pas quelle esl cello ties valours .In promi.-r „u.ml,ro 

qui doit 6trc epl«<> au seeoml. On seiit done al«rs la neees.ile 

plover dans lo preniier luenihro uno nofatlon qui no puisse s’liiterpreler 
quo d uno soulo manibre. On remplira alsement eetle f..,„liii..u 
adoptant los notations ci-dessus menlionn^es. Ainsi. par evn.pl,.. on 
designant par i un arc qnelromiu,., par nne tpiautile quelcoiHitie, 
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pai* s uiK! autro ([iiaiUi(.« comprise entre los limites - i, -hi. entiii 
par 


.s* - arc Uxw^ 


z siru 
H - z (; os 7 


un arc. renicruie entre les limiles -h on trouvera (mr IM/m- 
/ysc alf^vhncjtw, paj^n's ‘2<j5 o.l 2<)G), 

i •- Y3(c-osr.h v' I siiu)-|- -Kcosaf-hv^sinai) -t-.. . 

( ■ ... I t I- 5(cos< h v' — r siiw)J'*, 

on, ce (|ui revi(Mit au nu'ime, 

I I ■ -I- v’ I sill/) -h -h \/ — I sina/) -h. . . 

!* 

..■ (i 'I ascos/ I s’)* (c.os/a.v-i-y/— I sin/a.v). 

On conclul aisement de requalioii (7) ou (8) ({no la formulc connuc du 
hindine. savoir 

suhsisle pour <les valenrs quelconques de p,, non seulemcnt dans le cas 
on .r et soul des ([uanliles reelles dent la premiere est positive, niais 
encore ilans le cas ofi .r el.vsont des expressions iaiaginaires, dont la 
preinii're a pour partie reelle une quantite positive. On etaMirait avoe 
la ineine faeilite les idrmnlcs 


(<)) (•*' I" ,>')'* ■ ' •c!'’'h,«.cS 


1 . 








1 + 



(«0 

(ll) 

(la) 


/| I H j:(eos/ -hv'— Tain/)! 

sin/) — ~ (cosa/4- s/^ sina/) 4- . 

( /(I 4 - 33 Cos / 4 - 3 ’) 4 -(| arctang |-~; y ~.^^ 

( r =: 5 ( 008 / - hV ^^ sin ^) —•• •> 



1 (J Slill L’VNM.'^SK 

<[ui subsistciil (litiis l<‘s iuAiU(*s IiyjM>tlii's<‘s <jU(* it’s (•♦jiiulious " ■, i H , <>1 
(<)), (it (lout la secondo <‘st la Ibnnule ^.17 ii dii (.liaji. IX dc 1 Ana- 
lyse algeimf/ue. 

Parmi los (brinulas ndalivcs aux sections an{^ulai^•cs. les jtcoiin'tres 
ont r<imar(|U(! eadles (pti Iburnisscnt les devclojtiiejneiits tie eos;»..-! et tie, 
sin{/.s, snivant It^s jmissauees asetnidanles int deseeiitlantes tie sin 5. 
(ioss oil tangs, ainsi (jue les deYelo|ij>enients ties [inissanees tie sinus 
el do cosinus, eu ronctions ties sinus ou etisiuus tl’afes umltiples. Niuis 
nous bornocoiis a presontiu' iei tjueltjues fetlexituis sur eliaeutie dt' ees 
Ibrnmlos. 

Soionl line quanlitt! qneleoutjtu* et s tin are eouipHs eiitre les h- 
uiitos — ■1“ Los valours tie et»s;/,5 et tie siup.3 se <leve!tij>jiert>ut 

eu (but'tions dt'S pnissanees aseeiidautes tie sins par les I'urtuttles 


1 

.r ' 

1 

. « , ,M M 

SIU*3 1 '• ‘ 

. ... 

1 


COS 5 

I . 

I - sm®i 

1 .a 

j ■ ♦ 

1 


. II . - 

SlUftS - Mil 

ftlfr nr#’ tii . . 

j , *..1, r 


cos 5 

fASIU* - ’ 

/'I ....| 


{ooirV Analyse algelt/v/ae, p. 54H et SI, (taus lt*s ittriiitiles ,ri; ei 

(i/l), on roniplucn s par^ — 5, ou obtioiulrii cellos qtii fburittsseiit les 

flovolopponients do eosps et do siU'AS ou series ortloiuuVs siiivaiit les 
puissancos aseondantos do cuss. 

Si Ton voulail diivoloppor, suivaut los lutissaaces asoeiidauttts tie 
sins, non plus ainjis et co8(/.s, luais 


aiujx(3±«rr) et eo»;^(s . 1 , ««•), 

n 6tant un nombrc cnlior (jiudotnujui*, il siiflirait do joiiidre aux liu'- 
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mules (i3) et (i4) les deux equations connues 

sinp.(5 ±: /in) = cos.a/iTr siiifts ±: sinfi/in cosfis, 

±z /in) = cos / it: cos p 5 qr sinu/iTT sinu5. 

II importo craillcurs d’observcr que, I’arc s etant suppose compris 
entre leslimites — ^> + dr /in represente un arc dont la valeurest 
eiitierernent. arbitrairo. 

Si Ton designe par p une quantite quelconque et par s un arc coto- 

pris entre les liinites — les valeurs de cosp^ et de sinp^ se 

(levclopperont, suivantles puissances ascendantes de la tangente, par 
les forinules 



[roi/' V Analyse algdbrique, p. 2()7). Si la valeur numerique de s 6 tait 
renlcnnee entre les limitesyj -> les series comprises dans les seconds 

lueinbres des Equations (iS) et (iG) deviendraient divergcntes et n’au- 
raicnt plus do sommes. 

Les devcloppements conuus de cosps et de sinps, suivant les puis- 
sances descendantes de sins ou coss, ne peuvent s’obtenir que dans le 
cas ob p esl un nomhre enticr. Ils se d6duisent immediatement des for- 
mules (i3), (i4), etc., lorsque, dans les series que renferment les se- 
conds mcinbres, on renverse I’ordre des ternies, en ^crivantles pre- 
miers coux qui etaientles derniers, et reciproquement. On tireraitavec 
la mfime facilit6 des formules (i5) et (i6) les devcloppements de cosps 

OEuv/'es de C. — S. U, t. VI. ^ 




ot, par suite, 
(a3) 
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JjCs foriuulcs (22) ct (23) suffiscnt pour determiner les quatre quanti- 
t('s U, V, u, Concevons, par ex.emple, qu’on demande les valeurs de 
u et de On posera 

s = Q ±mt, 

0 designantuu arccomprisentre les llmites — et ra un nombre 

entier quelconque. On aura, par suite, 

g|xs^— 1 — g(iO^-i 

et la ronmile (2.3) douucra 

„ .y. y/,:.r7 r-- (> l-linnv ' ( t _|_ 

^ (, i=l*n ny' ''' (eV - ‘ )>‘ = ( 3 cos 0 ) I* ( COS « tt ± < 1 /— 1 sin /x « tt ) . 

On eu cone,! lira 

(2/1) « (acosO)!* cos/xrtjr, i’ = (3cos0)t‘8inurt7r. 

Les deux liquations prec6dentcs peuvent remplacer des formules 6qui- 
valentos donnees par M. Poinsot dans ses Itecherches sur 1 ’ analyse des 
sn'tions angidaires, aitisi <(ue les quatre formules donnees par M. Pois- 
son, sous les n'"' (lo) et (ti), dans le Bulletin des Sciences deseptembre 
1825. 

1 1 no faul pas oubl icr quo les series comprises dans les formules (17) 
no peuvent etre sommees quo dans lo cas ob elles sent convergentes. 
Or e’est CO qui arrivora toiijours si la quantite (a est positive. En efifet, 
on a generaleiuent, on supposants* inferieur a I’unite et I’exposant p. 
positif oil niigatif, 

(aS) (. 1 - ... 

I I. a 1.2.3 

Or il est facile de s’assurer : i® que les termes de la serie pr6c6dente, 
qui renfermeront des puissances de 5 d’un degr6 sup6rieur a la valeur 
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d’oii il vosultc qu’ollc deviendra infinie pour des valeurs intuiies de h. 
Dc! plus, si Ton (“ail, avo.c M. Legendre 





I’expression (29) deviendra gencralcnicnt 

r(v)r(/t-t-i)’ 


el;, eoinine, en designant par e unc quantile dont la valeur numerique 
decroissc indetiniinent avec on aura, pour dc grandes valeurs de r, 


on trouvera, |)ai“ suite, 


(;i.) 


r(v + n) 
i\v)ri«+i) 


flv) 


(1+3), 


i5 (levant eouvc'rger (^n inOine temps que ^ vers la limite o. Or il est 
elair que le soe.ond membre de (’(jquation (3i) se reduira, pour des 
valeurs iii(ini<'s de /i, a z(n'o, a I’unite ou a 1 infini positif, suivant que 
Ton supposera v < t , v = i ou v > i . On pourra done en dire autant de 
I’expressidn (29); d’oii il est also de conclure que les series comprises 
dans les formules (17) seront divergentes pour des valeurs negatives de 
[j. r(iuferm6cs entre les limites p = — i , p = — so . Quant aux valeurs 
de [A rent’ermdes entre les limites p = o, p = i, on demontrerait faci- 
lement, par des proced6s semblables b ceux que nous avons employes 
dans Ic Chapitre VI de V Analyse algdbnqm, qu’elles rendent ordinaire- 
inent eonvergentes les s6ries comprises dans les formules (ly)* 
toutefois cxcepter le cas oii Ton supposerait 2s = w. 

Des remarques diverses que nous venons de faire, il resulte que les 
formules (23) et (24) doivent etre restreintes au cas oii la quaatit 4 p se 
trouve renferm6e entre les limites p = — r , p = 00 , e’esU-dire au cas 
• ob la quantit6 p + i est positive. 
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Nous nous soiiimos I'oulonli'S, liaiis (‘(‘f arlirlc, dc luuuti’fr l•onuu«•^| 
los pnnoipcs quo nous avons olahiis it ht Muntuatinn <l<>s 

sorics. Mais <‘.’os( siirfont dans lo (lalonl cl parliiMilicrcnicnt 

<lans la llu!ori(Hl(*s int(*{{ral<'s dclinics, ijuc li-s nicincs priucipcs rccui- 
vcnl do noni!)nuis('s cl d’ulilcs ajijdii'uliMtts. On pent i-niiHiillcr, ii cc 
suj('(, Ic XIX*' (lahicr dii Jourtittl tit' I'bU'ttlv ntytih' I'ttiyhvhutifuv, aiu>i 
((ii'un Memoire public sous la dale d’auni iHv cl rclatil' au\ intc. 
fft'alcs dcliiiics |»nscs cnirc <lcs limites iuiaj{if>aircs. 



SUR 


UN NOIJYEAU GENRE DE CALCUL 

ANAtOGlIK 

Ml CALCUL INF[N[TfiSIMAL 


On sail ([ua l« Calcnl difn'jreiiticl, qui a lant contribu6 aux progres 
(lorAnalyso, ost fondd sur la consideration dcs coefficients difF^ren dels 
on fonc.tions dorivees. Lorsqu’on atlribuc k une variable independantea- 
un accroissonienl inliniment petite, une fonction /(a?) de cctte variable 
rotoit elle-ineine en general un accroisscment infiniment petit dont le 
premier tcrme est proportionnel ii e, et le coefficient fini de 6 dans 
raccroisscment do la fonction est co qu’on nommo le coefficient diffd- 
muiel. Ge coefficient subsistc, quel quo soit x, et nc pout s’^vanouir 
constamriKuil (pie dans le cas oil la fonction proposee se reduit k une 
([uanlitd conslatdci. 11 n’en est pas de luemc d’un autre coefficient dont 
nous allbns parlor, et qui est generalcmcnt nul, oxcepte pour des 
valeura particulibres de la variable .a;. Si, aprfes avoir chercbeles valours 
de X qui rendent la (bnction_/(.i?) infmie, on ajoutc k Tune do ces 
valours, designee par a'l, la quantile infiniment petite e, puis, que I’on 
d(' 5 veloppe /(a?, + e) suivant les puissances ascendantes de la miime 
quantity, les premiers termes du developpeinent, renfermeront des 
puissances negatives de e, et Tun d’eux sera le produit de-par un 
coefficient fini, quo nous appcllerons le rdsidu de la fonction /(a?) re- 
latif k la valour particulifere x^ de la variable x. Lesr^sidus de cette 
espbee se prbsentemt naturellement dans plusieurs branches de 1 ana- 
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do li> foiictioii /(•»), rolatif a la valeur a? = ,r,, sera la quantile finie 


(S) 




oil, on d’autros tonnes, la valeur du produit 
(()) e/i^i + e) 

(Hin-ospoudanto a e = o. Dans le cas que nous venons de considerer, 
l’o(|ualion (i) est consoe n’adniettrc qu’uno sculc racine egale a 

On (lit quo roquation (t) a(lmct/« racincs (igales a .-r,, /ndesignant 
un noinhro ontior queloonqne, lorsijue le produit — .x-,)"‘/(.r) oli- 
liont, pour .r .x,, uno valour fmic did'cn'cnto de zero. Soil, dans cetto 
(l(n*nior(( liypotheso, 


(7) (,r-.r,)"‘/(.xO = f(a?). 

r(.r, ) sera uno <|uanliU'j finio, et Ton aura 


(«) 


/(d?) = 


(.r— .r,)'"’ 


puis on on oonrlura, on posant ,r i= .t, ■+■ s, 


(!)) 


/{■fi 


1- e) ::-.~ 


r(£i_±e) 


g//f 


I ... V » ' f (>»-■) (.r,) f(«‘)(.x.+e;e) 

■ ^ d “1“ g.H-i " 1.3. 3 . ..(/a — i) 1. 2. 3 . ../a 

0 (h'lsignant toujours un uouibrc inferieur k I’unito. Done le r^ssidu do 
la l()uo,tion/(.r). rolalif k la valeur .p = .p,, sera la quantile finio 


(■<>) 


lv»-‘)(.o,) 

1 . 2 . 3 . . .(/a — ij ' 


ou, on d’antros unanos, co que devient Texpression 

rX3..'.l/a — I) 

lorsqu’ou pose, aprbs les differentiations, e = o. 

Pour abn'jgcp Ic discours, nous appellerons r^idu mtdgralie la fonc- 
tion /(.p) la somnie ties rdsidus de cette. function relatifs aux diverses 

CSCuvres de C. — R. II, t. VI. ^ 
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!•(*{) i‘(‘S(*nt(M"i la soiuiiui clos rusidus dc_/(.a?), relatifs aux scules vacines 
do r6(iiialioii 


Do momo, si Ton supposo 


(. 8 ) 


F(.r)=:(p(,f)7.(J?), 


los <l(‘iix notalioiis 




r _ 


r fCii) 


('xpriinc^i'onl., la pooituofo, la sominc des rosidiis correspondants aux 
I’aoinos dt' f{.v) --- o, (d; la sooondo, la soinmo des residus qui corrcs- 
pondonf. aux oaoiiios d(' /(.r) = o, on sorlc qu’on aura genoralomont 

p p .£(£} , 0 f('^0 


Do inoino onooro, si Ton supposo 
(ai) = 

on olitioudra rocpiatiou 



dans laqiiolle los (l(uix tonnes du sooond mombro represontoront, lo 
promiur, la sonimc dos residus do/(a?) rolatils aux raeines do = o, 

o( l(>i s(*(!()ud, la somttK^ dos rdsidus rolatifs aux raeines de = <)• 

Si Ton fait, cu partioulicr, x(^) = d:' — la socondo des notations (rc)) 
so trouvora r6duito si 

ct reprijsontera Ic r6sidu partiel rclatif h. une seule des raeines de 1 e- 
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quation (i). De plus, comine on aura dans cctU' h_v|Miilirs«‘ 


9(.r) 


r-.(.r 




il est clair quo lo resulu eoiTCspondanl a la valeiif .v 
etre exprime par la notation 


(24) 




poitt'i'a j'licurc 


ce que Ton poiivait concluro directement dns convciitioiis 

Enfin, si nous voulons indiquer la snninn' des irsiiltis dc /' ,r . ndatirs 

acelles des racines de I’equalion (i) dans l(«s(jni‘ll(‘s Ifs partirs n-<-ll(‘s 

demeurent comprises entre deux limiles donnois \, cl U-s «'t»crii 

cients de \/ — i entre deux autres liiniles v„, Y, nnns <'in|d<)ii>i'i)n.s la 

notation 


,)o 

Ainsi, par exemple, si 1 equation (i) u’a qin* des raeines iniaj^inaires, 


(26) 


L ((/(•^•) )) 


•» ^0 


repr4sentera la sommo des residus ndalils anx raeines dans leMjin.|le 
le coefficient de i sera positil*. 

Ces diverses conventions 6tant admisos, on mira eviileininenl 


( 37 ) 

(28) 


— ;p,)) 


)"* )] “ ia j :. ; ( ’ 


« f ,‘„T I"""- l» 

f W 00 fi - )(*) cooserve uoe valoui- fiiiio. ()„ i„„v,.ra orn'or... ,i I',.. 

quation ( 1 ) n’a qu’une scale racine 6gale ii ar„ 


ANALOGUE AU CALCUL INFINITliSlMAL. 
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el, si I’oquatioii (r) fournit m racines egales ii x^, 


^ t-' (((.<? — ,r,)'«)) 1.3.3.. .(/« — I) 


[e'"/(a;, + e)] 


s (levanl. etrc! n'iduil a /iro, lorsqii’on aura effectue les differentiations. 
Si la (dnelion /(■■») so presonto sous la forme fractionnaire et quo 
.r, soil uno raeino do roquation F(,'p) = o, on aura 

F(.r,-.|-e):=:£F'(.ri-hO£), 


0 dosignant un nonihri^ inforieur ii I’unite. Done alors la valour dii 
produit ■+■ a), <‘.()iTospomlantc a a = o, sera 


et la forimiU^ {'?.()) donnera 


r(-Oi) 

F( 


(3i) 


O' 


Eiitin, si Ton uoinmo a uno quantile comprise entre les limitesa;,,, X, 
et h one quantite comprise entre les limitesy#, A', on aura g^nera- 
leUMMJt 


(3'.0 

el 

(33) 


X .. V 








4'. j-n * 


Pour que ces di'.rnieres formules s’etendent a toutes les hypolhtjsos quo 
Ton pent faire sur les valours dos quantit^s a, h, .x‘„, X,yo. Y, il sufth 
do ooncevoirque, dansle rtisidu integral represent^ par la notation (aS), . 
on n'sduit chaquo residu partial ii la moiti6 de sa valeur, toutes les fois 
qu’il correspond ii une raeino dans laquelle la partie reelle coincide 
avoc une dos limites X, ou le coefficient de V— i avec Tune des 
limites j*. Y; et au quart de cette mSme valeur, toutes les fois que 
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les deux conditions sent rcmplies. Cola pose, si I’niujUion , i a <|,..s 
racines reelles et des racincs imaginaires, la nolalion n'juvsen- 
tera evidemment la demi-sonirnc des rosidns n'lalifs aiix ra<‘iii<'s reel les. 
augmentee de la sommedcs vusidus comtspoixlants anx raeines ima- 
ginaires dans lesquellcs lo coefficient de y i posifif. 

Concevons presentement que Ton r<iniplae(* la Ibindion y' .r i par ia 
sommede plusieurs fonctions ^(.r), y^.v), .... On etahlira .sans diffi- 
culte les fornuiles 


(34) /, ((9(-^) + x(.r)+. 


(35) ((?(Ji-) + %(>J^) + - 

.Vo 


On trouvera de infime 

(361 r 9(^)+Z(-r)H-.. 
^ ((F(.xO)) 


•))— <£, ((9(-r)))-)" ^ (I XI ii -4 . , . , 

•))“ (£, ((9(-^‘) » i £, Hx* ' * *' ■ • 


= r - , .u I' 


Soit de plus /(a?, 5) Uiie fonction des dciix varialiles indejUMulanles 
s; et supposons que I'equatiou 


(37) 


/(•^,5J 


(>, 


r&olue par rapport k or, foumisw .lea ni, ii„l<.pr.„,l«.l,-a ,1,. b 
Tanable i. Si Ton designo par x, I'ono do cm mi 


le residu de la fonction d6riv6e 


dy(-r, z ) 


corrmpondami io = ic„ no dilKrera pu» do la ddriviio rolalivo 

'^“sdouaipianlildaao rednirom ru,,,. 
et 1 autre au coefficient du rapport 
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(Ians Ic (lavoloppomciit do rcxprcssion 


/"(•i'l “H £, 5 + s') 


suivant: l((s piiissaiicos asccndantes des accroissements s, e'. Cette re- 
niavquo poiivant s’etendrc aux divcrsos vacines do I’equation (.37), quo 
I’on suppose indepondante do la variable s, on en conclura 


(38) 



£) 



<)z 


Soil main tenant 


(; 5 <)) 


r{x,z)=r.f' 


i\x,z)clz, 


5„ desiffuant une valour particulitjvc de z. On aura, par suite, 
(4o) 


puis, ou integrant los deux inembres de I’equation ( 38 ) ii partir de 
5 ~ s,„ on Irouvora 

(■1 < ) f" I (( Vi-r, =) )) dz = -') ^--)) • 

On (Hablirait parcillemcnt les forraules 

et 

les deux integrales relatives a 5 etant prises entre les m^mes limites. 
* II r 6 sulte dvidemment de ces diverscs formules que Ton peut diff^ren- 
tier et int 6 grer sous le signe c, aussi bien que sous le signe /. 

fC"*) (a?i -h 0s) 

Si, dans la formule (9), on remplace e par a? — a?,, et - ^ ^ 3 — 
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(47) 


par on trouvera 


fia.) - - ‘M ■ 


(44) 


tM . r 


I ./-, » 


ri)"^ I (./• — ./‘j ‘ ' i,'» i./ ' 

' T'" ''ir.i , 

^ 1 .k.3. . .(«/ -1) . 1 - .I f ' ' 


La fonction (}i(£c), comprise dans eolte (leniii're (oniiulf, jif<|iit'iTii »r- 
neralemcnt, pour x= .r,, une valour linio. savoir 


(45) 


I .U.3. . 


De plus, on tirera dc r6(jua(ioii ( 28), (mi y rouiplaoatM m par /n ; i . d 
la leltre a? par la lettre s, 


(46) 

Cela pos6, on aura 


-r. 

1 .a.3.. .w M* 


I r ' (,!•, 


I I f'(-^-i) , t 

{a^ - Xf y» f (a? _ (.,• .r, )'« » ’ ‘ 

— ^ r f(^) I f. f(s) , (• , 

— r f(«) p, 

<-'ii-a?,)"'(((3-a;|)'«)) [(s~'^i)"'-' ~h(x- .r,)(: f .i i| 


6 


!If) (-^ -- -r , )'« - ( 5 ,f , )»« 

(X ~ a?,)'« )) - 




f(z) 


(X 5) U (s - x,yn )) yii I -■ ■ 


D’ailleurs la notation 


<-'(x~z) (( (3 _ aj,)/« )) ■“ <£ ^;jr: — 


5) US ./•,)} 


represente le residu de la fonction 


( 48 ) 


f(s) 

X — 5 
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I'clatil'a s = .r, ; ot, comme cc residu est 6viderament nul, attendu quo 
la Ibnctioii (/|8) consemj pour s = une valour finie, savoir 

JlrA, 

nous pouvons concluro quo Ton a generalement 


(lu) 


(.r — 7 (.r — o'l)"*"* 


j i.«.8...(,/u — i) 

... r 

I • 5 ) (((=--- 


T r(.r,) 


1.2 {iZ! — 


iV — 


On ponl vdrirnn* dir<ic(.o.incut rcquation ( 49 )» on observant quo lo 
second nunuhrc de coltc dcjuation represento la valour do Texpression 


('><•) 


, - [^1 

«.3. . {in — ij 


f).m -i 

correspondant a s .r,. (’oinme on aj'd’aulre part, 
le second menil)r(! de requatiou (/19) pourra 6tre reduit a 


oil nuunc a 

r .S“.'iAA/AA 

^ (.r — s) ((3 — j?i)) 


Par suite, Tequation ( 44 ) donnera 


(5i) 


/(•■^) - 


r ( g— ^i)/(g) 

^ (.» — ") ((" ^i)) 




11 rdsultc do ootto dernifere quo, pour d6duire de la fonctiony’(a;), qui 
deviont infinio lorsqu’on suppose a? = a:4, une autre fonction qui con- 
serve, dans la ni6ine hypothbse, une valeur finie, il suffit de retranclier 

CEuvre$ de C. - S. II, t. VI. “ 
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de f{oc) une soinmedo fractions rationnolh'scijniviiliMili* ;t rt'Xjtrossitui 


(53) 


r _(3--. /•!)/( 5) 
5) {(-• ••'•l 


e’est-a-dire, le residu dc la fonclioa 


(53) 


/( V ) 


relatif as = ir,. 

Concevons maintenantquo Ton vtuiilla ddduirr d<* la luiiriitm /' .»• 
une autre fonction qui no devienue jamais inliiiir jnxir auemte drs 

valeurs particulidi‘esd7 = a?,, .r II suflira evidrniUH'iO do ro- 

trancher de/(A‘) la sorame dcs rosidus do la fomdimi ; ‘»A ram'sjtoti* 

dant aux valeurs 5 = .r,, lerrsida iiildyral n-- 

presente par la notation 


( 34 ) 

Done, si Ton pose 
(53 ) 


/((/(-))) 


f{^)- 


r ((/(-))) 




ra(.r), 


la fonction w(a;) conservera une vahiiir finie jmiir .r ,r,, .r 

ot par consequent pour toutes Ics valours liiiics rdolh's on ijua 
de la variable x. 


a * * ■ « • 
jiiuain'S 


Danslecasparticuherou/(a?) ddsigno uno IVaoiion ralioiUH'llo, 


f:V 


ne peut etre qu’une fraction do mOuio ospooo, donl lo tldnontinalour no 
doit jamais s’evanouir, et par consoquonl uno IVaotimi dout lo donomi. 

nateur est constant ou. on d’autros termos, uno fonction cnllcr.* dc .»*. 
Cela pose, soit 


(56) 


/(J?) — 


((X) 

i’(*-r 


f(^) et F{X) designant deux functions entibres. Si lo doRfd dc la sc 

I IT" '• 

de 1 e,„e,.„„ (55), d’ob l'„„ conclur. U fo»etio.. »iV„. 
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CT(.r) so reduit ti zero. On aura -done, dans cette hypothese, 


35 


(57) 




La forniulo ( .> 7 ) fournil le moyen de decomposer dans tous les cas pos- 
sibles la fraction rationnelle/(a?) en fractions simples. 

Concevons, pour fixer les idees, quo Ton veuille decomposer en frac- 
tions simples la fraction rutionnelle 


I 

t.r- - !)*(.■<? +-I)' 

On lirera de la forinule ( 57 ) 

j ( 17 ^ 3 ) (("(7+ i 

I ... r « - if” ' _ 


D’aillours, si Ton designe pare unc quantite iufiniment petite, on aura, 
en vortu des fornmles (ay) et (3o), 

j’ I . I _i 

:: r-y (---i: , 7 ~(( 7+ 77 - 7 , t +7 

et 




) (3-H0"(((--'r )> 


J • 

^ (iM-s) (*r— i--e) 
de 


I I 

-1- 


(14^- £)=* .r — I — S '.4 -+- £ -- I — S )“ 


r I 


7\ — 1 a (./* — O’ 

On trouvera done 

C \ ' — ' ' i ' . 

( i>9) (it- Vil I j* ~ 4 -r + i” ’ 4 -C — I ;j (.c - if ' 


i I 


cc qui cst exact. 


Si, dans la formule (^y), on remplace/(a?) par et si Ton sup 
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pose 

( 6 o) F(iC) = (.r — .r,)(,»‘ --.^'a>. ..(.<• •/'», i. 


m etant un nonibre entier quolconqms on froiiv<'ra 
f(.r) 


[.v — x^)\x — Xi )... ) 


_ f 


f{5) 


=L 


' lX { z - Xi ) i,z — x ^)...{ z - x „))) x-z 
Hz ) 


J,.. , I ‘ 

((3 Xi)){^Z Xjj)...(z J?, 5 ( » .I'l I ( ; .I'll,.. ''mi l! • 


n I 

-^m) ^ a-'i {•>'m a'l . I ,r,„ ,) x .r,„ 


et, par suite, 


(62) 


4 - !.' Cl,. 

" a'lj. () ' 


Cette dernibre Equation cstda formulo d’iutorpolalion <l«* f.ayraii;-.-. 

Si, apres avoir multiplie par a-lcs <i(uix mcinhrrs <lr ri'<)Uiait»ii *>7 . 
on attribue a la variable a? une valeur infinie ct si Ton <b*NimH* pai-.i' 

lavaleur correspondante du produit .r/(.r), on ol.tiondra mi 

nient les deux formules 




Ct 

'^=i((/(c))). 

Si la quantite ^ s’evanouit, on aura simplemcnt 

((/(«) ))™o. 

Cette dereiire formele s„l„i„e ft,. 


ra- 
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lionnclle dcsij'uoe pai*/(a;), la difference cnlre le degre du denoniina- 
leuv et colui du nuinoratcur dcvient sup6rieuve a I’unite. Elle coincide 
avoc une equalion etablie dans le Jour/ial de TJicok Polyiechnu/ne [voir 

la page .^oo du XVllI" Caliicr). Si Ton y reinplace/(ir) par elle 

suhsisU'.ra daus le cas meine oil la difference ci-dessus mentionuec sc 
reduirait s» ruuite. On aura done alors 


(()')) 




<d Toil se (,i*ouY(*i‘a ainsi rainene a re{{iiation ( '57). 
Si, dans les ((►rmules ((i'l) ct (C/|), on pose 


.r" 

./{■>) - (.r — .r,j. . .(.r — 

on on oonclura ifue la sonuno 

- +... 

C.r,— • .r* ). . .(./.'i — ,vi„) (xj -.^1). . .(a’i .r„,) 

— iZ-'i ) . . . 1 ) 

csl ((([uivalenle a zero Iors((u’ou a ndm— i, et a I’unite lorsqu’on a 
n m — 1 , 00 (juo Ton savait doja. 

bos oqualions (o 7 )» et (()/|)» qoe nous avons 6 tablios en suppo- 
sant la fonction./‘(.'») roduito 51 une fraction rationnelle, siibsistent cn- 
o.orodaus boaucoup d’autres liypothiisos. C’estce que nous terons voir 
dans do nouveaux articles, dans lesqucls nous exposerons successive- 
mont les prine.ipalcs applications du calcul dcs residus. 




SUU l.KS 


!SDE TAYLOIl ET HE MVCEUItIN. 


On prouve facileinentquo, dans la cas on la iVacliitn 




s’evanouit pour == o, on a 


la) 


i(/0 


-f(/n 

/i" ' 


//" 




6 designanl un noinbrc inconnti, inais inIVM'iaiii' ii rtinih* ' , (Yr, I'a- 
quation (2), h. I’aide do laqiiclb on pani, a(iil»lir .liraalau.anl la Ihaiiria 
des maxima ou minima ct lixar las valcMirs das IVaations qui sa pra. 

sentent sous la forme 2, conduit anssi Iras siinpl.miant i. la saria da 

Taylor et a la determination du rosle qni doU a»n,,dat,.,. aalta sai>ia. Kn 
effet, on tirera successivement do raqualion ( a ) : 

1 “ En posant#(A) =/(.t + h ) , 

puis, on posant/'(a; -f OA) = /'(«;) 

h ; 

infinitesimal, la fomule ^t^yierhniqut; »ur It C„l,ul 

particulior, F^quation (a). > P o *64. Colto foratalo co;ii|)r<nu{, eiitiiiiu* 



SUR LES FORMULES DE TAYLOR, ETC. 
a” I5n posaiil i(/<) — /{x -t- h) — /(,r) — h/'{x), et n = a. 
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( 1 ) fix - i - h ) h /' ( U-) —/"{.v + e / i }-. 

puis, en posaii(,/"(ir 4- 0/i) =rr H,, 

/{.>■ + /,) ^/(. r ) _ h /'{ x ) - ~ r ( x ) 

... 1.3 ^ 

1.3 “ " ■ “ A ' a " ■“ ^ 

3“ Eu posaut ^{h)~~/{x + h)--/{x)—hf{x)— ol. 

( - 5 ) /{■>' I / O ■ -/(- o - /* /' (.^o ■ - /" = 7 v ^ . r ^ ohy , 

1.3 1 . 3 . ).> 


puis, on posanty'"(ir -f- O/i) f'"{x) 4- Hj, 

_ /(. r -|-/0 

I '. u ; 3 — 

En fiontiuuant <lt( la moinn maniero, et observant quo les quantiles 




s’cWauouisscnl loutes avcc /<, on ctablira g^neralemcnl requation 


l 6 ) 


/|S 


A"-' 


A " 


( x ) 


I . ‘.4 . . . /t 


/(«)(./; -I- OA), 


ou 


( 7 ) 


I /(.r -h A) ----/(.r) + jf{x) H-' + • • • 

/•(«-‘>(a7)H — f<«^{x + Sh). 

^ 1.9. 3. ..(«-!)•' ^ 
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Si Toil y rcmplacc a' par », rl h par .r, lU) Irouvcnt 


( 8 ) 


^ /«>■. 


i.a.;<..4/» i|‘ 


» It = 


I . > , . 1 . . , X 


/ //,( .. 


II suit de la formulc (7) qua la roiu'fiiui/ .»• > A {mmU vlw mnsijlrm' 
comme composce d’unc Ibuctiuu antii'n* di* ft, sav«>ir, 




tr 


I. t. i. 


ot d’un reste, savoir, 

l^n 

(lo) • (' •< {.r \ '»/i % 

Lorsque ce rostc doviont iniiiutiuuit {udii piHii- ii«<s vairtir.s iiiHnintciu 
grandes du nombre n, ou paul urfiriari* qiu* ia sarir 


(‘St convergente, et qu’elle a pour somiiic/t.i- i ft . abu'Hoii petti 
ecrire I’equation 

(•a) /(*H-/0^=/(.r) -|.^/'(.r) 4 * «... 

qui estpr6cis6ment la formula dc Taylor. De iiM-ine, si le rosle 


(.3) 




devient in6mment petit pourdes vaitturs iiiiinies ile w, IV«jUali(iii (H , 
entrainera la suivanto 


(i4) 


/(«) -/(o) + Y /'(o) 4. Y™ /■*(«) t .... 


qui est pr6cis4n)ent la fomiulc de Maelauritt. 

Hestsouvent utile de substitucr aux expressloas (i») et (|•i; tPau- 
tres expressions equivalentes. On pout y parvenir eoiiime il suit. 



i:t dk ma(:l,\i]uin. 


hi 


Dosigiioiis |)ai* ^(s) (io (juc dcvient Ic premier lueuibrc do I’equa- 
lioii (0) quand on y nnnplnco // par/^— c ot.rparjr + 3, ou, en d’au- 
(n*s loniH's, lo n'slo. qu’oii ohiiont quand on ddveloppc_/(iF + /t) sui- 
vanl los |Miissancos ascoudanlos of cnticres de h — s, ctque Ton s’ar- 
rol(' a la puissaiwo du dogrc « — i, en sorte qiv’on ait 


(.ri) 


./•(.r -I- -1- 5) + + -)+.. 




<p(<») r('pn!S<uit(‘i‘a la valour (lominuiio do chacun dos niombres de I’e- 
<|iialion ((’>). Do plus, <mi diHorontiaiiit par rapport si s la formulo (i 5 ), 
ou (rouvs'ra 


(i(D 


?'(-) 


{//• 


I 


.(« ~ 




ot Ton SMI ooiiolura 


(- 7 ) 



(// -O/s)"-' 

I .«.3. . .(w — i) 


/•(«-!) 


OU, paroo <|U(' 'p(//) sn rsnliiit s'lvidoimuont a zs'm'o. 


La vsdour prs'iosMleiits' do 9(0“) n’s'st autre chose quo Ic rcste de la serio 
de 'I’aylor, prs'SCMits! sous uno iiouvolle formo. Si, dans ce reste, on rcm- 
plaosi .r par o, et // [lar /r, on ohtiondra lo resto de la scirie do Maclaurin 
sous la (brino suivanlo ; 


(Ml) 


.r 


(,r — 

I . .(/< — 1 ) 




II suffif, dans plusieiirs cas, de suhstilucr ce dernier produit k I’ex- 
prossion (i3)» pour etalilir la forinule (i/|)> bupposons, par exemple, 

(ao) /(.r)r=(t + d?)^ 


(Jk'uvres de C. — S. 11, t. VI. 
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[A d^signant une conslanl<nTt‘ll(‘. •‘\j>rcssiiiii> il ft m; thnifii* 

dront respectivenioiit 


(21) 
et 

(22) 


{i.(|x-‘ f). ..(»x //in 

. .// 






•i i 


Cela pose, on prouvora racilomont : 1" ii I'aidt' df Tf \|»rf>siiM» jt , 
(|ue I’equation 


( 23 ) 


I f '-.f ! 

1 1,1 


subsists quand la valouniuiiH'i-iqiif ilu i‘a{t{)«irt 


est inferieure k [’unite; 2" h Taide ili* I’fvpt • . . I'fijiia 

tion ( 23 ) subsiste quand le prodiiit 


( 25 ) 


I ft 
* I t ft.f 


est compris entre los liiuites i H 1. Miih-. li d’f.u(d..M*i 

[’expression (21) pour dtablir la forinnie 1 •/[ fnin* I, „ luiiiif s ‘ 

■T = I. Mais il faudra recourir a i’exptrssiiut tj> m rnu u*iU fifiidiv la 
rn^me formule a toutos Ins valours do a* t‘onnnis,.s fnii-,. j,.^ liinilo*. 



SUR LA RfiSULTANTE 

ET LES 

PUOJKCTIONS 1)E PLUSIEURS FORCES 

APPLlQiritES A UN SEUL POINT. 


Si Toil suppose ii I’ordinairo unc force representee parune longueur 
p(U-te<^ a parlir <1(^ son point d’application sur la droite suivant laquelle 
HI,, agit, la resullante 11 de deux forces P, Q simultanementappliquees- 
i, un point materi(d A sera rejn*esentee cn grandeur eten direction par 
la diagouale du parallelogramnie construit sur ccs deux forces. Cette 
proposition a deja ete deiiiontreo do plusieurs maniferes. Mais, parmi 
|(.s demonstrations qu’on eu a donndes, Ics unes exigent que Ton con- 
silient de noHveanx points rnateriels lids au point A par des droites 
rigides et invariahles. D’autres sont fondccs sur I’emploi du Calcul dif- 
(V,renti(tl on dits fonetions derivdes. D’autres enfin sont deduites des 
ndations qui existent outre les cosinus de certains angles. Je vais ici 
doinoutrer la mdine proposition, sans rccourir a ces considerations 
di verses; (d. pour y parvenir, j’etablirai successivement plusieurs 
lenmies quo Ton pout dnoncer comme il suit. 

Ckmmk 1. — Hi ddsigne par H la risuUante des deux forces P, 
smuhandrnent appliquchs au point h, etpar x im nomhre quekonque, 
rdsuUanle de deiur forces dgaks aux produits?x, Qx, et mgees siuvant 
hs tudmes droites que lesjorces 1>, Q. sera representde par le prodmt Ra:, 
et dingee suivant la rndme droite que la force R. 

Demonstration. - Suit d’abord a. = et n ddsignant deux nom- 


S' o 
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bres entiers quelconquos. On iuii’ii 

l> <> 

n » 

D’ailleurs on poum considoiri- la l‘. cti tt foiuiiic pi-o- 

(luite par I’addition do plusioiirs (brcos oplcs ii i ot la tatnipusaiih' (.>, 

ou‘«^i comrae produitc par I’addilioii <l’anlaiil do lun'c'; rjialcs it 

II est aise d’en conclurc quo la rosultaiilo ilos lun-os P, O fi la fcsul- 
tante des forces P a', Qa?soront prodiiilos rniit* ol I’atitn' par raddi(iiii) 

1^0 

de plusieurs forces egalcsa la rosidluiilo dt* ■■ ol • l)o plu>., il osi 

clair que les deux prcuiibros rdsiillaiilt's soniiil it la tloniiiTo fitimm- 
les nombres n etm sontit ruuilo. Done la sootiitdo rosiillaitlo mtu otpii- 

valente a la premibro niuUipliot' par lo rappiirt .r, o*i‘st*ii*diro ati 
produit RiP. 

Supposons cn second liou quo lo nttinbro .r soil irralittiiutd. Mors 
on pourra faire varicr les nombros onliors nt ol n do tnatiii'ro ipu* la 

fraction ^ converge vers la liniilo.r; ot. il os| olair ipio dans oo oas la 
resultante dcsforcos~-> loujonrsdirigdosnivant la ntdino tlniilo. 

et toujours egale a tendrado pliist'tt plus it st* oonlbnilro, on gran- 
deur et en direction, avee la rcsuUanto dos fnroos P.o, Dinio ooito 
dernibre resultante sera dirigec suivant la niuiiut drnilo quo la liuro H. 

et.elle aura pour mesure la limile du protluit oVsI-it-diiv lo |»r)i. 
duit Ra?. 

CoroUaire. - Si I’on dcsiguc par la notatiun (1>, Q) I’juiglo oMiiipris 
entre les directions des deux forces P et Q. (P, U), (Q, H, sonuit los 
angles compris entre les directions dos eomposantos \\ Q el tie lour rd- 
sultante R. Cela pose, si I’on fait succcssivement R.r =■- P, l\.v <,>, nii, 

ce qui revient au mbme, a?= a? = on conclura tin ienimo prded- 
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(lent : i" (iiu) la forco P pout etre reni[)lac6c par deux composantes 

^ ot qui (orment avee elle dcs angles egaux a (P, R) et a (Q, R); 

0^ PO 

li" <(uo la Ibreo Q pout otre rcmplacoc par deux composantes et 

qui Ibrnioiit avoo cllo los angles (Q, R) ct (P, R). 

I.HMMK II. — fv'sidlanie R de deuce fanes P, Q, qui se coupent d 
angles droits, est representee eu grandeur par la diagomle da ivctangle 
construif sur fes deux composantes, e.n sorte quoii a 


(0 


IP P'- + 


Demons! mtion. — Concovons quo I’on remplacc la force P par los 
(loux eoiuposautoH oi-dossus incntiounecs, e’est-a-dire par deux forces 

™ ot -jp qiii foi'inout avee olio los angles (P, R) et (Q, R). Concevons 

0* PO 

do nioiiK! (|U0. Ton roiuplaco la force Q par deux composantes^ ’ 
(|ui Ibruiout avoc olio los angles (Q, R) et (P, R). On pourra supposor 
(|U(» los forcos ^ sent dirigios suivantla meme droite quo la resuN 
tanUt U, (d alors los deux forces tiquivalcntes ti ^ formeront chacune 

avoo. la dirqclion do R un angle ogal a (P, Q). Done elles formeront 

outre olios un angle ogal au double do (P, Q). Done, puisque Tangle 

PO 

(P, Q) est droit par hypollioso, los forces oquivalentes k seront 


ogalos, mais direoiomont opposoos. Par consequent elles se forontequi- 
libro, ot los forces dirig6cs suivant la memc droito, pourront 

romplacer a elles soules les forcos P, Q, ou leur rosultanteR. On aura 
done Tbquatioii 


de laquello on d6duit imm6diatementla formule (i). 

Cette demonstration est duo k Daniel Bernoulli. 

I.RMME ni. — Z/a rdsuUante R de deuce farces P, Q qtdse coupent a 
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angles droits esl reprdsentde, non sculcmmt vn grtintlntr, utmi tiu'un I' a 
prouvd ci-dessus, nicds encore vn direction par in dingonnlr dtt n i'f tingle 
construit sur ks deux composuntvs. 


nemonstration. — Cotto projmsil'Km esl rvidfiih' dans !<• ras ku 1i>s 
forces P, Q sent egales onlro idles. Alors la ivstiltautt* 11 doil tit'fc.ssai- 
rement diviser I’anglc (P, Q) wi ileus partii's egal»‘s, el Toil a. eii v«'rhi 
du lemme II, R® = aP®, ou R =” P 

II est encore facile do demonirer le letiiiue lit. dans le t'as oii r«in 
suppose Q® = aP®, ou Q = P\/ 2 . Kn (‘llel, eitusiilenms Inds forees 
egales a P, dirigees suivant trois droili's ijul Nideiil jM-r|ientlieiilaires 
I’une a Pautre. Ces trois forces seri)nl represiuilei's par inds areles il'iiii 
cube quiaboutiront aim memo sominel. I)e plus, la resiillajil*' ib* ihuix 
de ces forces etant egale a P\/a, et dirigee suivaiil la iliagitnab* trune 
des faces du cube, la resullanle R des trois forces sera iici'essairemeul 
comprise dans tout plan qui renfernu'ra rum* iles fi»r«’i‘s P el la diagit- 
nale du carr6 construit sur les deux aulres. Or. il exisle Inds plans de 
cette espbcc, et ces trois plaus secoupenl suivant la diagtnialiMhi eube. 
Done la resultante des trois forces P, ou, t*i^ t|ui ri*\ienl an ntente, la 
rfeultante des forces P et P ^/a, (jui-se coupiml a angli*s ilridls, si*ra iliri- 
gee suivant la diagonals du cube, laipiclle i^st i‘n ineini' tiunp.s la ilia- 
gonale du rectangle construit sur Ics forces P et P v ■*. 

On prouverait absolumenl do la infime. luaniere que, si I’lni ilesigm* 
parm un nombre entier, et si I’on suppose le leinine III ileiiuiiitreilans 

le cas ou 1 on a Q = la resultante di^s trois forces resju'etivenieiit 
equivalentes k 

P, P, V\/Fi, 


et represent^es par trois Jroites perptmiliciilairi's i-ntre elles, si>i*a 
dirigee suivant la diagonale du parallelepipede reetangle qui aura piuir 
cotes ces memes droites. On en conclut que, dans 1‘hypothese nilmise. 
le lemme III subsistera encore si Pon prend pour Q la rftsultaute iles 
forces P et Pv^. e’est-k-dire si Pon fait Q« IVailleurs le 

lemme III est evident quand on a Q = P, ou, ce qui revient au merne. 
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m --- 1 . Done, ec l('.imno subsistera encore si Ton prend 

Q ~ I V ' -I- ' ” = on Q = I* \/3 -h I = P y/.3 

ou (Ml p;(in(!i‘al 

0 = P \JlH, 

m elaut un nombrc entier (juelconquc. 

Conoovons ii present quo, m et n <l(3signant deux nombres entiers, 
on eonstriiise un parallcb'spipedc rectangle qui ait pour c6tes trois 
(Iroites propres si reiiniscnter les trois forces 

P, Py/zM, Py''/*. 

La n'isultante do (mss trois forces sera evidemment comprise : i" dans 
le plan qui reiifernie la force P\//i ct la diagonale P\/ot+ r du rec- 
tangle oonstruit sur les lerces P, Py/m; 2 " dans le plan qui renferme 
la force Py/m et la diagonale Py/w-t- i du rectangle construit sur les 
forces P, P y///. Done cette r(!sultante sera dirigec suivant la diagonale 
du paralU'depipede; et le plan, qui renferme la memo r^sultante avec 
la force P, coupera le iilan dcs deux forces P y/m, P y/n suivant la dia- 
gonale du rectangle construit sur cos deux forces. Done la resultante 
(les forces P y/m, P y//i, qui doit etre evidemment comprise dans le plan 
(lout il s’agit, sera dirigcie suivant cette dernibre diagonale. Done le 
lemine Ilf subsistera, quand on remplaccra les forces P et Q par deux 
forces (igales a Py/w, Py//t, e’est-a-dire par deux forces dont les carres 
soient entre eux dans le rapport de m a n. Done le lemme III subsis- 
tera encore entre It'is forces P ot Q, si I’on suppose 



Soit maintenant Q = Pa?, a? dbsignant un nombrc quelconque. On 

pourra faire varier les nombres entiers m et n de maniere que le rap- 

• » 

port ^ converge vers la limite a;®, et il est clair que, dans ce cas, la 
resultante des forces P et P dirigees suivant deux droites perpen- 
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diculaires Tunc a I’anlrc, toiuh'a (h* jiliis imj plus ii sr funrouilrt*, cu 
grandeur et en diroclion, d’uno part avt'r la n’sul(iint<‘ dcs luiri's |*, 
Pa;, et d’autre part avec la diagonalc <lu rcriaiigie roiislruit .ntir i’cs 
deux forces. Done la rcsultanlo dcs fbrees f*. P.r s'.Tii ri’prr«iciitei‘ par 
la diagonalc dont il s’agit. 

CowUairel. — Si la force H esl rcjH-csciilcc par la l<tii::iiciir AH pur- 
tee a partir de sou point d’applicatiou A .stir la <lrnitc suivani latjiicllc 
elle agit, et si Ton mene par le point A deux axe.s perpeitdiculain's I’un 
a I’autre, on pourra suhstitucr a la fetree H le.s ileux forces represeuiees 
en grandeur et on direction par les projections dc la druite AH siir les 
deux axes. 


Corollairell. - Concevons maiiiteiiaiit <|ne. deux Hu-ces I*. <.> ciant 
appliquecs <i un nioinc point .A el represeuiees par deux droites AH, 
AC, qui forniont entro dies un angle (luelcoiupie. on trace dans le plan 

de ces deux forces deux axes dont Ibin coincide avec la le dn 

parallelogramrae auquel dies servenl de edics, et d.nit rant re suit 
perpendiculairc a cotte diagonale. On ponrra snhsliluer a«ix deux 
forces P, Q les quatre forces represeuiees eu graii-lciir et eu directiun 

par les projections des droites AH, AC sur les deux axes. Or 

quatre forces deux, daut dircctonieul oi)posees. se ferunl equiliitre. 
Les d^ux autres, dirigees suivant la diagonale dii parall.du',.r:.u.ui.-. 
sajouteront et donneront poursouuue uue Ibiw representee •an- 

deureten direction paf«ttcmtao,liago,ial,., o., ,|o.,r 

la proposition suivantc : 

TawaME ~ La muluutr. Il dr. (lm.vf„„ri l>, y dmallaarim nl «//■ 

rep^senu, rn grandeur a an dirmiun par la dlagonalr da 
gnzmme comtnut sur ces deux fomes. 

sur lfis deuxforces'pTr^!^^'^^^”***” **** Piifiinelogrutiiiue coiistruit 
que I’on forme ’ ^ triangle 

dro)te egale et paramirr/*^*^ ^ preniiere furee tine 

a second©, et que Tangle nppnsd dans ee 
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IriaiifJllo au cote 11 c.st lo supplement de Tangle (P, Q), on a necessaire- 
ment, on vcctu d’une formula connue <lc Trigonom6trie, 

( ) IP = ps + Q'-i- a PQ c*os ( P, Q ). 

(hrollai/n II. — Dans le cas oil les forces P, Q deviennent egales 
(‘litre ell((s, leur riivsultanto 11 cst represontee en grandeur et en direc- 
tion par la diagouale du losangc construit sur ces memes forces. Alors 
la formiile (a) so n'jduit a 

(;}) IP— aP^f t - 1 - cos(P, Q)]. 

De plus, si Ton suppose (P,R) =0, on trouvera, dans le cas present, 
(P, Q) = aO, (‘t, comnic on a gcmeralemcnt. 

( ) cos a 0 “ a cos® 0 — i , 

T('‘(iuation (‘1) donni'ra H — aPeosO ou, cc (jui revient au nieme, 

(D) ll-aP(>.os(P,U). • • 

On pi'ul, au reste, s’assurer directernont (lue le second raembre de la 
formul(!(.'))rcpr(is(‘ntc la diagonalcdu losangc construit sur deux forces 
('‘gales a P. 

II (‘st facile do (hMiioutror le tlieoreme I, pour Ic cas oii les forces P, 
Q ontentre ell(‘S un rapport ({uelcouquo, (juand unefoison a etabli 
e.e tluiorbiTio pour le cas oil Ton a Q= P, e’est-a-dire quand on a etabli 
la forimilo (5). Or on pout donnor de cettc formula une demonstration 
dinuite, qui so diiduit a la verite do Tequation (4), mais qui parait 
nn'irlter d’lHre remar(iui'50. Je vais Texposer en pen de mots. 

Adinettons quo la forlnulc (;>) soit verifiee pour le cas oil Ton a 
(1>,U) = T, T (b'signant un angle droit ou un angle aigu. Je dis qu’elle 
subsistera encore si Ton suppose 

(P,U):=I OU (P.R)=;-J- 

Kn effet, dans ces deux hypotheses, Tangle (P,Q). compris entre les 

(MuvretdeC — S.n,t.VI. 7 
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directions des deux forces (ij,'alos !*, Q, sera «‘(|niv;tlcii( ii I'lui des iin- 
glesT, TT — r; ctl’on prouvera, (mi raisomiaul coiimu* <liins It* Iimiuuc H. 
que Ton peut suhstitucr au sysleiue des deiiv liiri’cs |‘, 9 , ud it Icm. 
resultante R, quatre coinposanles egales a . pariui lestjuflles 
serontdirigees suivaiit la meme droile cl <laiis It* juciuc Hfus <[(!,• i;, 
force R, tandis quo Ics deux aiUresformeronl cliaeuuc avee la rcsuhiti,!,. 
Run angle equivalent a (P,Q), e’esf-a-dirc it t mi it s' t. Or. puis. 

qu’on suppose la forinule (ft) verifiec dans It ttii I’tnt a ^ I*. R r. Ics 

deuxderniferes composantes pourritnl evitreinmeui circ rcntplitcccs par 
line force unique egalo a 2 i^coar el diriget* dans )c si‘iis tic hi rcsnl- 

tanteR, ou dans le sens oppose. Par rt)iisci|nciii, tin lrtinvcr!i tlt*iiniii. 
vement 

«_ P'-t. P* P’ 

n — i.-cosT ''p*' ‘ eti-r'. 


ou 


( 6 ) 


R*= aliaii ± t?,is? I, 


le signe ± devant 6 tro roduit an signe tians !c cas .mi 


I'mi aura 


(P.R) = I, et au signe - dans le eas oii r.ui aura . P, |{ 
Comme on tirera d’aillcurs do la forimilt* ( ), cii y p.istinl 

ment 9 = - et 9 = - — 

2 a a 





sucecssivt*- 


I + COST = a cos* I , , ,.„s, , “ 

I’equation ( 6 ) donnera, dans lo proinier cas, 


et, dans le second, 


It — A r •' , 


R ~ a l* cos ^ 


n - 


^ el , sub„,to „„ 

— ■ Or etc 6,„.ti„„ M vWlic 
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pose (P, U) = ^’ puisqu’oii a evidemment, dans cette hypothese, 
H - (> (‘I, cos(P, R) =: (). Done die sera egalement vraie si Ton suppose 




<‘t., par suile, si Ton proud 

I « V * k \ ^ ^ ^ 

5 = r 


Oil 




Done olio sera cneoro vruio si Ton attribuc a Tangle (P, R) Tune des 
vaUuirs 



Kn oontiimant do niomo, on prouvera que la formule (5) a genera- 
hnnonl lion lorsquo Tangle (P, R) roejoit uno valeur de la forme > 
n dosignant nn nonihro ontior qudeonque ot 2 /«h- t un nombre im- 
pair inforio-nr a 2 ". Si maintenaut on ropr6sente par 6 un angle aigu 
pris a volonU'^ on pourra (hire varior los nonabres entiers m et n de 
inanibro quo lo rapport'-™]^ - s’approche indeRniment de la limited; 
<',t, la rosnllanlt^ R tondra (Us plus en plus a se confondre, (Tune part. 
av(‘c, luns l()r( 5 (s (s(piivalonto a aPeosO, ot d’autro part avec la resultante 
do donx Ibroos (sgulos Ji P, ({ui fornicraient entre elles un angle double 
<l(f 0. Done (Mstto do-rnilsro rosultante sera representee en grandeur par 
aP oosO ot vfsritiera encore la formule (5). 

La (sonstruction g(‘(nn(Hri(pie qui sert k determiner la resultante de 
donx Ibroos P, Q, appliqueos a nn point mat6riel A, pent etre faede- 
mont ('slenduo Ik la composition de plusieurs forces P, F, P", • • . apph- 
(|U(bss suivant des directions quelconques ii ce point materiel. En effet, 
apriss avoir compos6 entre elles les forces P.P', on pourra composer 
de la m6mo maniferc la resultante des forces P, F avec la force P'^; puis 
la r6sultante des forces P, P% P" avec la force P". etc. Pour obtenir la 
dernifere de toiites les r^sultantes ou, ce qui revientau mfeme, la r6- 
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sultante de toutes les forces dounees, il .suftira <!«• uiencr, 

par I’extremite do la droitc qoi represenlt* In jn'cmii'i't* fon-e P. luie so- 
conde droite 4gale et parallclo a la foire P': par rcxln'iuilf* do coUc 
seconde droite, une troisiemc droite egale td paralleh^ a la force P"; 
par I’extr^mite de la troisiijine droite, one (piatriciiic egale cf [larailMe 
a la force P^ etc. Si Ton joint eii.snite le point materiel <l<miie uvee 
I’extr^mite de la dernicrc droite, on ohlieiidra la r»'.‘t«ltaMle eijerelu'n*, 
quise reduira, dans Ic cas de deux on troi.s forces, it la tliugttnale du 
parallelogrammeouduparallelepipede eonslrnit stir ees meines forces, 
et qui, dans le cas general, formera le deruitn* edfe d'nn polvgone dont 
lesautresc6tesserontlcsfore.es donnees. La e.on.slrnetit»n preeedente 

subsists, quelles que soient les directions des-lbret^s P. P', P ' Si 

on I’applique au cas oh ces forces sent dirigees snivant tine inenie 
droite, les unes dans un sens, les autres ett setts ettniraire, die fotir- 
nira une resultante egale a la soninie dtts iore(\s tjut ^lg^^^('nl dtitts itn 
sens, moins lasomme dcs forces qui aglssettl tlan.s rautre setts, et tli- 
rigee dans le sens des forces qui conipostutt la pltis grandt* soimne. 
Ainsi, par exemple, pour obtenir la rtisttllanie de dtttix ft»ret‘s P, Q • 
apphquees au point A et dirigees suivant la uteine tlrtdle, il sttllllra tit* 
porter sur cette droite, a parlir du point A, AB . P, tlans le sens tie la 
premihre force; puis, it partir du point B, Bl) Q. tians le sens tit* la 
seconde force. La force repr6scntco on gratideur et eu tlireelittn par la 
droite AD, force evidemment egale h la valour nuiueriqutt tit* P Q et 
dirigee dans le sens de la plus grande de.s forces P, Q, sera preelse- 
mentlarhsultante cherchde, cequi s’accorde avtu*. les prineipes rt*li.. 
tifs a la composition des forces qui agis.sent suivant une mi-ine driHte. 

Pour termmer cet article, je vais rappcler ici qudques prt.prides tie 
aresultentede plusieurs forces, ccqui me foun.lra Poccasioi, de tker 
usaT ®''P’’essions dont jc ferai dans la suite un fretjuenl 

«PP%6eau point mathriel A, est representee, 

entrelendntVl P®" longueur AB, comprise 

point A et le point B, si Pon projettc la longueur AB sur un 
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on sur line dreite, la projection pourra etre censee representer en 
j,n‘andem* et ini direction uno noiivcUe force dirigee dela projection du 
point A vers la projection du point B. Cette nouvelle force est ce qu’on 
appelle la projection de la force donnee P sur le plan on sur la droite 
(|ne Ton (‘onsidtu'c. Cela pose, concevons que, tous les points del’es- 
pace elant rapporles si trois axes rectangulaires desa?, y, 5 , on projette 
snccessiveinent la force P sur trois paralltiles a ces trois axes menees 
par le point A. Les trois jirojcctions seront evidemment les c6t6s d’un 
parallele[)ip<ide rectangle qui aura la force P pour diagonale; par con- 
se([nent, la foriu! P sera la resultanlo des trois forces repr^sentees par 
les projections dont il s’agit. Ces trois forces se nomment, pour cette 
raison, les cornposantes rccuingtdaircs dela force donnee, parallfeles aux 
axes. Conune les projections d’une longueur sur deux droites paral- 
IMes sont necessaireinent egales, il est clair que les projections de la 
force P sur l(^s axes menies des coordonndcs doivent etre 6gales en in- 
tensile a ses c.oinposantes rectangulaires. Lorsque la force P est dirigee 
suivant uue droite comprise dans run des plans coordonn^s ou dans 
nn plan parallele, par exomple dans le plan des ix,y, cette force a seu- 
lement deux cornposantes rectangulaires, pai'allljles. Tune a I’axe des 
ir, rautre a I’axe des y, et so rdduit h la diagonale du rectangle con- 
struit sur ces deux cornposantes. 

Les ddfinllions priscedeutes etant adraiscs, concevons que plusieurs 
Ibrciss P, P', P", .... dirigocs dans I’cspace d’une mani'ere quelconque, 
soient appliqueos simultanemcnt au point materiel A, et que Ion 
cherehe : i" la resultante de ces forces; 2 “ la rdsultante de.leurs pio- 
jeetions sur un plan fixe; 3“ cello de lours projections sur un axe fixe. 
Pour obtenir ces trois rcsultantes, il faudra, d’aprfes la rfegle bnoncee 
plus haut, porter ii la suite les unes des autres, k partir du point A ou 
de ses projiictions ; i** des droites 4gales et parallkles aux forces P, P', 
P", . . . ; 2 “ des droites 6gales et parallkles k leurs projections sur le plan 
fixV; 3 » des droites 6gales k leurs projections sur I’axe fixe et dirig4es 
dans les mfimes sens. En joignant le point A ou sa projection avec 1 ex- 
t,r6mit6 de la dornikre droite, on obtiendra dans chaque cas la resul- 
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tante cherch^c. Or, Ics droitos aiiisi (•(msfniilt's stir It- (liaii oti stir Taxc 
fixe etant ^videmment Ics projections dcs droites (’(iiisiniitfs tljius I'fs- 
pace, on doit concliiro quo la rcsnilaiilc tics prtijcclituis tics I'occcs P, 
P', P", ... sur ce plan oil sur cct axe cst prccisciiiiMil la projcctittn (j,i 
la resultante de CCS mcnios forces. On |>cii( dime ciionccr la prttposi- 
tion suivante : 


Tfl^ORtME If. — Plusieurs foives P. I>’. P . ... t'lunt ttppUtftu'ts a un 
mime point, suwmt des directions quelcomfurs. si on irs ptvjrt/f. oinsitjur 
leitr risuUante R, sur un plan on snrnn arr donni. la projnioiit dr rettr 
risukante he sera autre chose que la rc'snltantc dr Irnrs pnq'rrfions. 


Pourinontrer unc application dc cc llicorciiic. siippusi.iis »jin* rim 
projette a la fois, sur run dos plans cooriloniics, uiic I’orcc cl sc.s iniis 
composantes rectangulaircs. Oomnic, pariiii Ics |irojcctioiis tic ecs trois 
composantes, I’une s’evanonira, Ics ilcnx nut res project ions, rcspccli- 
vement ^galesaux composantes qni leiircorrespoiHlenl, aurmu iicees- 
sairement pour resultante la projection tie la I'oi'im* tloiiiiec. 

II ne reste phis qu a traduire en Analyse Ics resiiltats que nous ve- 

nons d’obtenir. On y parviondra s^ns peine, eiiayiiiil egani aiix ohsci- 
vations suivantes. 

•’»»i'q»ereff(!td’nncfor(!(i«oili:c)iu|il(‘li'iuiNilili'(iMTOiiM'', il in' siif. 

iitpasdewnnaltresoninlcnsiKi, son poiiil ,|•a|,|,|i,•,||i„„ |„ ,|i„ii,. 

soivanl la, nolle olio agit. 11 fant ooeori' Mvoir 

dirigee suiyant cotlo droite on. no .I'auli'es I, 'no™. »„ 

<«m; car denx forces qui agiasont suivani omo mri,,,. .|,,,ii,. 
etre dirigee, en sens eontraires. Ainsi roii pmit din. 

comprend deux directions difccnU's, n, p„„ 

de ces deux directions lorsqn’i, partir il’oi, pointdonni'. iiii prolong,, in- 
deaniment eette droite dans an sens ilntcmiini' 

de rer,™ >>“'• 1 “"" 'I'"-' 

qa'un Le de deux smis. Nous ilinois 

nsi ®™,«*doiitcliacnn so pniloiigi.ii,df.anira«iit linns 
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uii si'iil sens. Par cous(k|uent, cliacun de ces deux demi-axes aura tou- 
jours nne direction dcterminec. Si Ton considere trois axes rectangu- 
laires des tv, / el; s, chacun d’eux sera divise a I’origine en deux demi- 
axes, snr Tun d(\s(juels so compterontlescoordonnees positives, tandis 
<|UO Ton (‘oni[>t<n‘a sur Tautre les coordonnees negatives. 

iVapriis ces delinitions, ilestclair que, si I’on tient compte seule- 
inontdes angles ((ui renferinent au plus 200 ” [noimUe dimion), deux 
axes on deux droites, traces de maniferc a se couper, formeront tou- 
jours I’un avee I’antre denx angles, I’un aigu, I’autrcobtus, tandisque 
deux direelions on denx demi-axes, ahoutissant a un point donne, for- 
meronl un seid angle, lantot aigu, tantdt obtus. Lorsque deux direc- 
tions on denx (bnni-axesabonlirontii deux points differents de I’espace, 
ils seront (lenses IbrirKu* (nitre cnx le meme angle que formeraientdeux 
demi-axes parallides et prolongos dans les memos sens, apartird’iin 
point nniijne. C(da pose. Tangle ([uo deux forces formeront entre elles 
s(‘ra tonjonrs completement d(Herminc, ctTon pourra en dire autant 
des angles fornuis [lar nne force avec les denu-ax(js des coordonnties 
positives. Soiiml a, [i, y c<^s trois angles pour line certaine. force P, en 
sorte que 

* (Icsifiiio I’mijile rorni,' par la (lirortion do cotto force avoclo demi-axo dos .k positiv(is, 
p „ » » r positives, 

„ II I) 3 positives. 

II es(, elair que la direr.lion de la force P sera complbtement determinee 
si Ton e.onwail son jioint d’application ct les trois angles a, p, y- bn 
ellet, niencz par le point (Tapplication trois demi-axes paralleles a ceux 
des (ioordoniK'iOS positives et construiscz ensuite, autour de ces demi- 
axes, trois (■.fines droits dout les genfiratriccs forment respectivement 
avec ees memos demi-axes les angles a, P, y. La direction de la loiceP 
devra (Hre cello d’unc g6n6ratrice commune aux trois c6nes. Or il est 
hien vrai quo les surfaces des deux premiers cones se coupent suivant 
deux generatrices. Mais on doit observer que, ces deux generatrices 
formant avec le troisilune demi-axe deux angles diff6rents, I un aigu. 
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I’autre obtus, une seulo sc (rouvc coniitrisc duns iu snrtarc «lu inn- 
sieme cone. 

Lorsque les angles a, p. y sunt connus uvtn- rhUcnsite th* Iu I'onT !>, 
on en deduit encore Ics valours drs nmijio.siujlfs rorJunguluiros do Iu 
force, ou, en d’autrcs tcrracs, scs proj(*oli(ms siir lo.suxos, ot uioiuo lo 
sens dans lequel cliacunc do cos projoclions os( dirigoo. Cttnsidorons, 
par exemple, la projection do la foroo I* sur Taxi* «lo.s .r. Kilo .s<>ru, d’u- 
prfes un theoreme deTrigonouiotrio, ogulo uii produil do oollo I'nroo pur 
lo cosinus de Tangle aigu qu’olle formo uvoo Tuxo dun( il s'ugit. Or la 
direction de la force P forme avuo. los jIoux d«>mi-axoH dos .r posiiivos o( 
des a? negatives deux angles supplomonts I’un do Taulro. dont io pre- 
mier est repr^sente par«, ctlo second parr Hii ronso<juoiioo, la 
projection de la force P sur Taxe d('S .r so tronvora roprosonloo, si 
Tangle a est aigu, par Ic produil Poosa, ot si Tanglo t ost obtus, par 
Pcos(r — a) = — Pcosa, c'ost-a-diro, dans los doux ras, par la valour 
numerique du produit 

Pcosa. 


Il est d’ailleurs 6vident quo oolto projection sera tlirigoo dans lo sous 
des a? positives, si Tangle * est aigu, dans lo .sons dos .r nogativos si 
Tangle a est obtus, ct quo Ic produit Pros* sora posilifdan.s lo [U’oinior 
cas, negatif dans Ic second. Ku rf'suino, lo produit Poos* sora dquiva- 
lent k la projection de la force P sur Tax(^ <l(‘s iv, priso avoo lo signo i 
ou avec le signe — , suivant quo cetlo projoclioii .s<‘ra dirigoo <!aus lo 
sens des x positives ou dans le sons des x nogativos. 

De mSme les produits Pcosfl, Pcosy soronl rospootivoinonf oganx 

aux projections de la force P sur les axes dos y ot s, pris«\s taiitot avoo 

le signe -t-, tantot avec le signe — , suivant quo ohaciuto do oos pro** 

jections sera dirigee dans lo sons des coordoniimiis positivos ou nogu* 
tives. 

Les trois produits 

Pcosa, PCOSP, PcOSy, 


dont on vient de montrer la signification, sont cc quo nous appollorons 
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(lesornmis Ics pTvjeciions algdhriques de la force P sur les axes des x, des 
V ct dos z. Cominc les valeurs numeriques de ces trois produits repre- 
scntont prcciscmont les composantes rectangulaires de la force P, el. 
quc ces trois composantes sent les aretes d’un parallelepipede rec- 
tangle qui a la force ellc-memc pour diagonale, il est clair que la 
somme des carres de cos produits doit etre 6gale au carre de P. On a 
(lone 

P* P‘ (JOS® a -f- P* cos* p -h P* cos*y . 

On on conclut, on divlsant par P®, 

(7) r =; cos*a-+- cos*(3 4- cos®y. 

Cette (lerniere (Equation (jxprime, commeron sait, que a, p, y sont trois 

angles formes par une nunne droitc avec les axes des coordonn6es. 

Con8id('u‘ons Si priisent plusicurs forces P, P', P", . . . simultan6ment 

appliquiVs Si un point materiel A. Soit R lour rfisultante, et supposons 

que les forces , 

P, P', P^ II 

forment respectivement, avec lo demi-axe des x positives, les angles 

a, a', 

avec Ic demi-axe des/ positives, les angles 

(3. (3'. 13" h, 

avec Ic (Icrni-axc des s positives, les angles 

y. y'l y" 

Si Ton proj('tte cos differentes forces sur I’axe des a?, la projection 
de la rdsultanto R, dtant la ri'isultante des projections des forces P, P', 
P", . . . , sera (iquivalentc Si la somme do ces derniferes projections 
prises tant6t avec Ic signe -f-, tant6t avec Ic signe — , suivant quelles 
seront dirig6cs dans lo mfeme sens ou dans le sens oppose. D’ailleurs, 
la somme ainsi obtenue sera 6videmment 6gale, au signe prbs, k la 
somme des projections alg^briques des forces P, P'> P"* •••> cest- 

OJSmrrM d« C, — S. 11, 1. VI. ® 
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tante cherch6c. Or, Ics droitos aiiisi consd-inlos mu- Ic tui sue l’a\(> 
lixe etant6vidcmmeatlcs projoflioiis dos droiJcs fittisiniiN's d.-uis IVs* 
pace, on doit concluro quo la oosullaiilo dos projorlitnis dcs Itin'cs |‘, 
P', P", ... surceplan on sur ool axo osl pfocisonioiit la jir(»jtM-Jiun di* 
la resultante do cos moinos forces. On peiii done erntun-r la projHisi- 
tion suivante : 

THfiORte If. — iHimeurs foitvs P, l*‘, P , ... rlutit iippfiifiin s a im 
m^me point, suimnt des dimUiom (fudvorupm, si on /rx ttinsit/ur 

kiir rdsultante R, sur m plan on mr un a vv donnr, in projr -tion d, rr/tr 
re'siiltante he sera autre c/msa que la rv'su/tanfr dr Inin proji -tiom. 


Pour inoiitrer uno application do w' llieon'nie, sttppn.stMis ijiic {‘on 
projctte k la fois, sur I’un dos plans ooordoiuMS, nue force el ses Irois 
composantes rectangulairos. Coiruuo, j)armi les projcciioii*. de ces Irois 
composantes, Tune s’mnoiiira, los d(‘iix aulres pri»jeetious. respeeli- 
vement 4 gales aux composantes ((ui leur eorrespondenl, aiiront neee.s. 
sairement pour resultante la projection di* la I’oimm' dotuiee. 

11 ne reste plus qu a traduiro on Analyse 1 j*s re.siiliais qiie 11011% ve« 
nons d’obtenir. On yparviondra sans peine, enayani egard aux ol»%er- 
vations suivantos. 


Pour quo 1 effet d’une force suit eoinplehunenl deteriiiiue, il ue .stil- 
tit pasdeconnaitresonintensitf*..son point d’applicaiio,, et la droile 
suivant laquelle elleagit. II faut encore sav<iir dans quel .sens elle esi 
dingee suivant cette droitc ou, en d’autres loriues, t|uelie es| .sa dim - 
tion; car deux forces qui agissent suivant nne ineiue droile peuveiif 
etre dirig4es eu sens contraires. Aimsi Poi. pent dire ipi’mie seule droile 
comprend deux directions diircrentes. et I’ou iroblieiil qu'u.ie seule 

de ces deux directions lorsqu’k partir .Pun p<dnt«l.u.ue 01, prolouKe in- 
d 6 finiiuent cette droitedans un sens dfstermiiie. 

^uyent on ,pp«lle a^c uno droito nioncin pnr ui. ,|,„.|ro.M|iiy 

do 1 espnen nt prolongs indnfinhnnn. dnn, In. dnn, N.,„» dirons 

pomt ,ju. I on o„„„d„,, .. d.„i ekem ». i„dnl|„i,„,.„, d.n. 
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nil sdiil SODS. Pai* consoquont, chacun do ces deux demi-axcs aura tou- 
jours un(^ (lii*oc,rK»n detiuauinoc. Si Ton considere trois axes rectangu- 
laires(l((s ,v, rot 5, chacun d’eiix sera diviso a I’origine en deux demi- 
axcs, sill* run dcs(jiU5ls St! conipterontlescoordonnees positives, tandis 
tpic I’on (•(nn[)t(!i*a sur Taulrc los coordonnces negatives. 

O’apiTS c.cs (letinilions, il est clair que, si I’on tient compte seule- 
inentdt's angles (|ui renrcnncnt an plus 200 " {noimlk dimion), deux 
axes ou deux (Iroites, traces de, rnaiiihre a so couper, formeront tou- 
jours I’un avtic. I’antre deux angles, I’un aigu, I’autrcobtus, tandis que 
deux directions ou tieux deiui-axes, ahoutissant a un point donne. for- 
in(!roul un stiul angle, tantdt aigu, lantdt ohtus. Lorsque deux direc- 
tions ou dt'ux deiui-axesahoutironta deux points differentsdel’espace, 
ils s<!ront cduses loriner (!ntre eux |e memo angle que formeraientdeux 
d(!ini-axe8 paralleles et prolouges daiis les memos sens, kpartir d’un 
point unique. Cela pose, ranglc quo deux forces formeront entre elles 
stu’a toujours completeinent determine, et Ton pourra on dire autant 
des angles formes par nnc! force avec les derni-axes ties coordonndes 
positives, Soient a, [i, y c.(!S trois angles pour line certaine. force P, en 
sortt! <|UC! 

•/ (li'wiftiio I'mi}?!*! I'linii^ par In dirorlioa do cotli' force avoo lo domi-axo dos js positives, 

» » » ,r positives, 

V " » 11 3 positives. 


II e.st (jlair ([ue- la dir(!etion de la force P sera coinplctement determinee 
si Ton eounail son point trapplication et les trois angles x, y- Phi 
(iiret, intinez par le point d’application trois demi-axes paralUilestic(!ux 
des eoortlonntitis positives et construiscz ensuite, autour de ces demi- 
axcs, trois cones droits dont les generatrices forment respectivonient 
avtuj ct!S rndmes tleml-axes les angles x, f5, y. La direction de la force P 
tlevra dire cello tl’une gdneratricc commune aux trois c6nes. Or il est 
hien vrai quo los surfaces des deux premiers cones se coupent suivant 
deux genera trice.s. Mais on doit observer que, ces deux generatrices 
formant avec le troisihme domi-axe deux angles difF6rents, I’un aigu. 
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I’autre obtus, unc scule sc (muvc c(iiu{irisf daiis lu stu'{’at c dti n-ui- 
sibrae cdne. 

Lorsque Ics angles «, fi, ysont coiums avi-r <li' la Ittn’c I', 

on en deduit encore Ics valcurs dcs composaiitcs rcrfaujjnlain-s dc ia 
force, ou, en d’autres lerincs, scs projcclions sur Ics axes, »•! iucum- Ic 
sens dans lequel chacuuc dc ccs |iri>jc(‘li(ins csf diriyee. <!<nisidiToiis. 
par oxeniple, la projcclion do la lorn* I* snr I’axe dc.s . K|je sera, d’a- 
pr(!s un tlieorbmc do TrigononitHi'ic, egaleau jinniiiil de cclte lorcc par 
Ic cosinus de Tangle aigu qu’cllc fbrincavrc Taxe ibud il s'agit. Or ia 
direction de la force P forme avct' los deux ilemi-axes drs .r positives ct 
des X negatives deux angles supplcineiits Ttiu de Tantre, doitt le pre- 
mier est repr^sente para, ct le secoml parr - - a. Ku t itiiMMjut'iiee, la 
projection de la force P sur Taxe des .e se tniuvera repre»entee, si 
Tangle a est aigu, par le produit Pens*, et si Tangle * esl obtus, par 
Pcos(r — a) = — Pcosa, c’osl-iHliro, <lans les deux eas. par la valeur 
numerique du produit 

I* cos a. 

II est d ailleurs evident quo e<‘lle projection sera dirigee dans le siuis 
des X positives, si Tangle a est aigu, dans le sens des .i' urgatises si 
1 angle a est obtus, et quo le produit Peosa sera positiftiaiis ie premier 
cas, negatif dans le second. Ii!n rcsnnn^, le produit Pees* sera eijuiva- 
Icnta la projection de la force P sur Tax(» <les .e, piise avee le signe » 
ou avec le signe —, suivant que celle projeetioii .sera dirigee dans le 
sens des x positives ou dans le sens des x nf^galives. 

De m^me les produits Pcosp, Pcosy seroat respeetlvemeiil f'ganx 
aux projections de la force P sur les axes des j et 5, prises tant»H avee 
le signe -t-, tant6t avee le signe — , suivant <jue eiiacuite de ees pro- • 
jections sera dirig6e dans le sens des coordoimees positives on nega- 

tlV6S» 

Les trois produits 

Pcos*, Pcosp, Pcos-/, 

dont on vient de montrer la signification, sent ce quo nous appellorons 
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(Icsormais Ics projections algdbriques de la force P sur les axes des w, des 
V et des s. Comme les valeurs num6riques de ces trois produits repre- 
scntent precisemcnt les composantes rectangulaires de la force P, et 
quo ces trois composantes sent les aretes d’un parallelepipede rec- 
tangle qiii a la force elle-m6me pour diagonale, il est clair que la 
somme des carres de ces produits doit etre egale au carr6 de P. On a 
done 

P“ = P* cos®a-i-P*cos’P -hP'cos'y. 

On cn conclut, cn divisant par P% 

(7) I=:COS*«-+-COS*P-1-COS*y. 

Cette derniere Equation exprime, comme Ton sait, que a, p, y sont trois 

angles formes par une ineiue droite avec les axes des coordonnees. 

Gonsiderons a present plusiours forces P, P', P", . . . simultanement 

appliquees h im point materiel A. Soit R lour resultante, et supposons 

que les forces , 

P, P', P, U 

forment respectivement, avec le demi-axe des positives, les angles 

a, a" , . . . , a, 

avec Ic demi-axe des j positives, les angles 

|3. |3^ .... 

avee le dorni-axc des s positives, les angles 

y, /, /, . . . , c. 

Si Ton projette cos differentes forces sur I’axe des oc, la projection 
de la resultante R, etant la resultante des projections des forces P, P', 
P", . , . , sera 6quivalento a la somme de ces derniferes projections 
prises tanl6t avec le signo -+-, tantot avec le signe — , suivant qu’elles 
seront dirigees dans lo m6mo sens ou dans le sens oppose. D’ailleurs, 
la somme ainsi obtenue sera 6videmment 6gale, au signe prfes, k la 
somme des projections alg6briques des forces P, P', P", e’est- 

c;«B.-w*c.-s. II, t. VI. ® 
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a-dire, k 

P cosa + P'cosa' -I- 

puisque, dans cette seconde sonimo, dtnix I'orcns doiit Ics projerlions 
sont dirigees cn sens conlrairo f(Mii'niss(Mif lonjoin's tiniv ti>riiins dc 
signes differents. Ajoutons quo i(^s d(nix snniiiK's scnnil iiircrU'cs du 
meme signe ou de signes contraiirs, siiivanl qiic la itnijrciion <lc hi 
resultante agira dans le sens des posilivi's ou dans In sous (h's .v 
negatives. Cette projection 6tant ello-iaomn ogalo an jirodiiit 

H cosf/ 


pris avec le signe +• dans le premier cas, el avee le signe dans le 
second, on doit conclure quo Ics deux quantiles 

Rcosff, Pcosa-t-P'cosy i P’eosic'' , ... 

auront, non seuleinent la ni^inu valour uuineri(}ue, luais (Mieori' le 
meme signe. On trouvera done 

R cosa = P cos« h P' cosa' -h P" cos a" ■ i .... 

En d autres termes, /« projection algebrujm dv la rrxultantv sur I’a.ir 
des X sera equivalente k la somm des projcclions alp;^n,]„rs drs ampo^ 
sanies sur cet axe. La m^mc relation dcvanl ovidennnent suhsishu- e.itre 
les projections alg6briques des forces 

I’. I*'. r% ..., R 

>arU, a=<e. de,.vetde..-, il cl ol.ir qu'i, |•.i,,„ali„„ 

pourra jomdre celles qui suivent : 


R cost* = P cosp -H P' (josp' .|. p* , 
R cos C = p cos y H- p' cosy' H P" o.s y" , . 


Lorsque les forces. P, P', P", 
rection, les trois 4quations 


• . . sont connucs en grandeur et en <li- 


I R cosa = P cosa + P' cos a'-i- P' cos a" -i- . . . , 
j ®‘^os* = Pcos|3-t-P'cos(3'-i-P''cog^»^._ 

( R cos c = P cos y + P' cos y' + p» cosy* ! ! ’ ' 
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soi'voiit a (loloriirnMir iinmediatoment la grandeur et la direction de la 
resultauUi. Eu ciUot, on connait alors les seconds membres des ^ua- 
tions donl il s’agit, et si, pour abregcr, on Ics designe par 

X, V, z, 

on aura siuiplenuuit 

(()) UcoH^/ ■ X, Uco8/>-:V, R cose = 7.. 

Or on tire do cos deruieres formules 


IP (cos^rt • I • c.osS (> H- cos»e) -1- V- + 7J, 

ou, pareo <[UO les angles a, h, c sent assujottis a I’equation de condi- 
tion cos®//! ■ I • cos®// cos®/.’ -• I , 

IP .- .X®-i-V* t-Z^ 


On aura on cons/ujucuce 

(,,) R-.:\/X«-l-Y'‘;|-ZX 

I.a valour de U etant ainsi deteriniude, on obtiendra les angles//, h, c, 
dout c.hacun rcnlerme an plus aoo", par Ic moyon des formules 

X , V , z 

( I a ) cats tf ) cos 0 -|Y 1 cos c • 


Ou voit par cos formules quo les cosinus des angles cherches seront 
positifs ou negalifs on Jiicino temps quo les quantiles X, Y, Z qui leur 
correspoudent rt‘.spe<div(unent. Par suite, les angles//, b, c seront aigus 
ou obtus suivant quo b's (juantites X, Z seront positives ou nega- 


tives. 

I.orsque, dans la formule (lo), ou substituc pour X, Y, Z leurs va- 
lours, en ayant egard aux equations de condition 


( 1 3 ) cos* « f- cos* p -l- CO.S* y = I , 


cos’ x' -¥■ cos* P' -)- cos’y' = r , 



09 

RiSULTANTE ET PROJECTIONS DK FORCES 

on trouve 



/ Rs = P* + P'‘ + P*'‘ 



i + 2 PP' (cosa cosa' -h cosj3 

c.0S|3' l - cosy cosy'j 

(i4) 1 

+ 2 PP* ( cos a cos «* -1- COS ,3 

1 - 4 - 

COS .3" 1 cosy cosy") 

1 

f 2 P'P"(cosa'cosa''-h cos ,3' 

c.0Sj3'' 1- cosy'ensy' ) 


H- 


Dans le cas particulier oti la rcsuUantc 11 cst Ibnnoc sculcmonf par la 
composition de deux forces P, P', Tequation proccMlrnlt* su rrduit a 

(to) R* = P® -rP'® + 2PP'(cosa eosa'-h cos ,3 cos ,3' ■ i- cosy co,<y' i. 

Mais, en vertu de I’^quation (5), on doit avoir uussi 

(i6) R> = P‘-h P'* -I- 2 PP' cos( P, P'), 

la notation (P, P') designant Tangle eompris <MJtre Ics 4lirecti<ins dcs 
deux forces. Les deux valeurs prbebdentes do IV devanl eire egalcs, on 
en conclut 

(* 7 ) cos(P, P') = cosacosst'-t-cosj3cos,3' i - cosy cosy*. 

Par consequent, pour obtenir le cosi/tus de I’d/if'/r cotupris ctitre dtv.v 
directions, il suffix de muUiplier deux d deux las aosinus dcs uncles que ecs 
mimes directions forment avec les demi-axes dcs eoordonnccs jMstih's, cl 
d ajouier les prodiats. On se trouvera ainsi rnmene a uit iheorenn* connii 
d analyse appliqu^e. En vertu de ce theorenie, on aura eiunn'o, flails le 
cas g6n6ral et quel que soit le nombro dcs forces P, P', P", .... 

(P, P') = cos« cos a? 4- cos j3 cos P* - f cosy cosy", 

♦•*•*••**.*.*.♦, 

cos (P', P'') = cosa' cos •+. cos 13' cos P" -h cosy' cosy*, 

Par suite, T6quation (i 4 ) deviendra-siraplement 
(i8) j *^‘ = P“+P'‘ + P'*+.- + 2PP'cos(P,P') 

I + 2 PP* C0S(P, P*) + 1 - aP'p* C0S{P', P*) 
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A ill si, le caire de la rdsultdrUe de phisieurs forces est igala la somme des 
cams des composanles, phis a la somme de leurs doubles produits respecti- 
i’pmenl muhipUds par les cosinus des angles compris enlre ks directions de 
res tndines forces compardes deux a deux. 

Les composanles rcctangulaires de la resultante R, ou ses projec- 
tions sur les axes des x, y, z, etant pr6cis6ment 6gales aux valeurs 
muneriqiies des quantiles X, Y, Z, il est facile d’en conclure que les 
projections de cette resultante sur les plans coordonnes respective- 
ment pcrpendiculaires aux memos axes, e’est-a-dire, sur les plans des 
z, des z, X et des x, y, seront rcprescnt6es par les expressions 

f/j -t- v/x*-t-Y^ 

Nous venons de rappeler cellos des proprietes des resultantes qui 
sonl relatives aux projections. Dans un autre article, nous examinerons 
les proprietes relatives aux moments, et nous developperons, h ce 
sujet, la lli6oric des moments lineaires. 



APPLICATION 


w 


CALCUL DES UftSIDlS 


SOMMATION DE PEHSIKEHS snTKS. 


Soientf(a?, s), F(,'f, s) deux lonc.lioiis donuous dt's variaMes .r, 5, ct 
n un nombre entier quclconqiic. Suimosous (rai{!<>ur.s qu’apri-s avuir 
developpe le produit 

a I'aide de la fomule du biadmo, on dilliu-cnJia « Inis Hianm des 
termes du developpcment. savoii- : la piaualai* laniia « fnis \,iiv rapport 
a le second tenne n ~ i fois par rai)|)ort a .r at u»r lois par I'apport 
a le troisibmc ternie « - a tm par rapporl, a .r rl <l,.ux Idis par rap- 
port as, etc., enfm le dernier tcrnia « Idis par rapport a r.. Alors. eii 
faisant, pour abreger, 

f(3,.r) r, E(.r, 

on obtiendra.la suite 

It le moyen de determiner faeilement cette d„„» 

-- 

, ®‘>'“‘'“”'™Iearcommuneattrib«6ei,„„ariableen-. a. elS lava- 
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lour c.omvspondanlo. dc la sonimc des termes qui composent la suite ( 2 ) ; 
oil sorto qu’on ail 

r.'ii S-: I- L.'’’!:) 

• dr«-‘(h 1.2 " 7 h^' 

(Ians lo cas on Ton suppose, api*es les differentiations, c — it--— .v. La 
formnlo (2H) do la pajwio 28 ontrainera Tequation 

' , <)''{ II'" (•« tv) __ J. P ll»> IV 

I I f/i) 00 — •^)^”^^ )) (( (^ 

dans laqnollo li's dcuix sigiu's £, sent rclatifs, I’un a la variable 
I’antro a la varialdo z; of, par cons(iqiU!nt, la forinnle (.8) pourra etre 


reinpla(‘.('(o par 

la siiivanto 


iV 






..I- r r 

nil A 

ti) S' 

t . !>. . ;> / 

-h 




, 1 . PC 



1 




(loninio on a, d’ailNuirs, 

ffff ffH 

{.f .V) ' ' x )'* (s'—a’P H- • • • + J J, , _ 

I j — .v)'* ' ‘ (u: — 

{./• .v)‘^'‘(5 w(s — ,v) — — .vj" ’ 


on lirora dc ia fonnulo (4) 

. .. p p 07/'^ ‘ U V s'y^ •'* ' - H’i’" {,V .v)"’“ I 

''00 lt{Z ..V) ('"=■- >'• 

Kaisons inaintonant, pour plus dc commoditc, 


(<c) 






<) f(je, z) 
Oz 


= X{^,=h 


Si, dans Tcxpreasion 

, . (VK""* * [f(a?, F(j?, j) 

^ ) f(a>,z) — (ai — s) l'(z, at)’ 
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on considfere s comnic sculo variable, tM'lle «‘xi)i'essit»«t repirseutera 
une fonction de s qui deviendra iidinic pour 5 .r, e( doiO lo rosidu, 

relatif a la valeur ce de la variable s, sera 

, I*" 

T-r ^ ' )1 

Or, si, apres avoir divise cc rosidu par 3 .r, «u« desiguc par «t, .r, s : 

la difference entre Texpression (7) cl Ic quofitMil olitcjui, on, <'n d’au- 
tres termes, si Ton pose 

h(s — s) — (’(,r — i) 

f(x, .(•) ■ ‘ • 

la fonction C7(a;,s), en vertu des principcs ctablis dans tut prcocdcnl 
article (p. 33, 34 et 35), conservora une valeur fluie pour z .«•. (piel 
que soita?, et, par consequent, pour 3 r: ■ .r .v. On formcra de iih'IUc 
requation 



(10) 


u{s— s)_(i(a; — s) 

( f (a?, x) — (x' —• i) [!p(.r, ,r) - y (.r, ,r) j 




'}'(®, 3) designant encore une fonction qui conscu'vi'ra un<* valeur fiiiie 

pours = a; = 5; puis on tirera des equations (()) «t(io), rtMinies a la 
formule(5). 


S= i.2 ...nrr- 




00 


X ' f.e ' A- f ‘ ' 

s — X (( (x- -- 5)« ' ‘'jJXt (s ‘ i ) 
■ i -.. nrrrs ( x , s ) 1^-“*)"“ 

I.2.3.../1 f r,l;(.T ,3) 

^ (((« — 5)«-*-‘))((X3 


+ 1.2 


I 

V 
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On aura d’aillours cviclomniont 


(la) £ w(.r, £M‘^>-) (((.c _s)»-w)) 


(.3) 


. ( 5 • - .«)" •-< ~ (. r — s Y+i 

X 


/ 


(((5-j)«+‘)) 


; I. 


Par suite, la Ibnuulo (i i) donnera 
, , r F(.-r,A0 i 

(,/ 5 ) h:,.. t [<p^r,.r) - 5 (;(x-, a;)] (( -«)»+*)) ’ 

ou, CO (pil rcvioiit au lucinc, 


(iT)) 


( [f(.r, ■■/.•)] «■<-. F(.^,c^.-) 

) f (.r, .r) — (.r — s) '[( pO^, •<-•) — y.(-'^'» ^0] ) , 

" ~:e« 


pourvu <|U(i Pun suppose, apres les dillercntiations, cc = s. lilnfin, si I on 
romplatu*. dans la (bnnulo(rf)) la lettre .v par la lettre s ct la lettre S par 
1(^ 8(‘,e()nd memhro de I’caiuation (3), on obtiondra la formule 

i ty‘(n"iv) «/)"(«« ‘(w) . , «<)"(«(''’-*«') , 

-“7;— “<■ 7 ■■ d./-* ‘ dT' 7 “5F~ 

('<>) r ('(•»?, F(.-y,.r) ) 

/ " f f ( :r.".pr-- ( .r — s) I Xd?, O!) - y. ( J?, d?)] i 

[ dw'* Xi 

qui subsisto Loujours quand on suppose, apvfes Ics differentiations, 
s = x. 

I>our rnontrer uno application de la formule (i6), designons par 

U, V, P, Q 

quatre fonctions de la variable a? etpar 

t), <?, a>, ^ 

ce quo deviennent cos mSmes fonctions quand on y remplace la va- 
riable iV par la variable s. Alors, en posant 

( 17 ) «' = t)V, «P = P^, 

et substituant, aprbs les differentiations, la lettre s k la lettre x, on 

QKuvret da C. — S, U, t. VI. ^ 
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r^duirale premier menibrc tl« la formuli' (I (i), (ralionl ;iti jmlyiMunc 

.■.L^<=^'‘(U'*P) n *■•)) ,!» <(| « <MM 

^ ■^7 


ch 


i/.r" ' 


n </(UV " 'IM'/" ‘(rr' \ ^ ' 

I ci.r fh" ' ' „ i/i" 

qui renferme les deux variables .v e( s, puis aii poly»«‘uiu' 
^^-rf«(U»P) rt r/(UV'’ -'0) '(! " 'VP) 

flfiP" ■'■7 dv ■■ /Pi-— i , . . 

« rf(UV'‘- M >) il” 1(11" ■ V(.) 1 , I " (.)) 

1 ({jT t/.r" ' ’ ' * ' ' ' ' 

qui renferme la seule variable x. Ceiniiio on aura, d’ailleurs. 

, dV 
‘ d:' 





par suite, 



<pK^)=v'^y, 

X(.r,.r) 

1 ''' 

^ dr' 


le second membre de la forinule (16) se n'uluira <'‘vi«l»Muiui'ul ii 

IV 

f/U I f/\ \ 

dr V dr } 



11 


L 


fh-'' 

Par consequent, la formule (16) douuera 

. ra rf(tIV >»-»g) (./« i(jj« iyj>| 
I die I 

~0 rf*(U*V"--*0) rf«' SfIJn av»0) 

I. a TTrr . 


+ • 


diH* 


(18) 


I 


dr" i ' 

»v*0) 
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(l(5nn6rc ('iquatioii subsisto, quelles que soient les fonctions de x 
r(q)i*«sontcM)S pai* P, Q, U, V, poiirvu quo, dans le second membre, on 
suppose, aprgs les dillercntiations, s = .r. 

Si, dans re([ualion (i8), on prend U = r, V=t, on obtiondra la 
Ibnuule conning 


('i)) 


( ) ^/» i> 4 . " dQ d» - ' 1 » + ^ efi Q • 

' 1 J . ‘X 


I I- " tf-p Q 4- - dP rf"-* Q + P (PQ ). 

\ I ■ I 


si Ton supposait, dans la memo equation, 

11™VV“, V-.WP, P = WY, Q = WS, 

W desij^'nant uin^ 1 ‘onelion de la variable x et a, p, y, S des exposants 
qiuilcoiKiues, alors, en laisant, pour abreger, 


^ — /I a + y = /•, rta + 3 — s, 


on (rouverait 




d»i\yn n 

I + 

/i ( « - 0 ^ 

'■ ■ iT ;4 

«(«-!) 

'"7 ~ fix rf.*®"* dx'^ 


— 7 ~^--r 7 ?w 
_ 777 _ 


On pout encore dtablir directement la.fbrmule (ao), en posant dans 
I’equation (18) 

II = 1, V = w~«, P = W^ Q = w*. 

Concevons k present que Ton prenne, dans la formule (20), W = e*. 
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Alors, en divisant los deux mcnihivs de ('cllc funuult' |>iir I'j'xjxuu'ii- 
tielle 


<i 


(fhS NttU‘ 


on trouvera 


i)a].h "--Y ;,- ('• 'W/V' ’Ia- Mxl’.... 

H-:ll±^(, 5 _ 2 a)'»-*-[/'-(/t-a)rfJ* I '^(.v '!/• (« n,/} ; .v 

— — s)] 

— - 

“ dv" ’ 


puis, en ayant egard a I’dquation (r<j), el posarU, apirs ios (lillV'nMifia- 
tions, 5 = a?, on obtiendra la (bi'niule 


1 + ^\ s~aa)'‘~*[/- — (n — a)fty-hj(x «)" (« il//| i s'' 


— (r + s — /ia)'‘+/ia(r + ,t~~/ta)"-‘~h/f(»' 't}(i*(r i .v — «//)'* ’ t-... < t .<..’1. . . ««» 


Si I’on fait dans cetto dernibn*. 


r = « O’, s s.; « )', 

elle se rbduira simplement b 

a:“+Y(a: — u )'•-*( f » t- 9 )* (-. . . 

(22) ( n(n — i) n ' 

+ —.2 ^ a)* H- 7 O' ~ I )«' ' (a- . h I ) , 

= («+/- «)»+ /i(a: +y - «)»->+«(« _ ,) (.t. t ... -t' I . - 1 . a ... « 

L’equation (22) mbrite d’etre rcmarqu 6 o. Lorsqu’nn v huiumwc 
x+y = n, elle reproduit la formule connue 

(23) x»- ? (X - lY + (^ ~ a)'*- . . . ± (a- ~ 


1.2 
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Si I’on supposait au contrairc x y = n-hi, on trouverait 

( — — (./; — (se — 2 )^- ^ (x — — 3)® — .,.±(x — n — i)® 

(■V,) * «•* 

( I - 1 - n -h n{n — i) -H n(n — i) (« — 2 ) +. . .+ i .2.3. . . n. 

Conoovons oncoi'o quo., dans la fonnulo ( 20), on pose W = x. On 
on tirora, on divisant los deux membro§ par 


/■(/•— 1 )...(/•--« -I- i)-l-Y (/■—«)(/•—«— a— /i-t- 2 )[.? — (rt — 1 )«]+... 
-I_"(,v_w)(.v—rt — i)...(.s — a— /H-2)[r—(/i — .?(.? — — « + 0 
()« I [az — (a — i);r]-' | 






puis, on ayant ogavd a Tequation (19), etposant, aprbs les differentia- 
tions, s .r, on trouvora 

/•(r — i). ..(/•—« -I- 0 “I" “('■■■““) ®) ~ • 

-l- 'I (x — (t) {s — a --i). . .{s — a-~ n + •i)lr — {n — i)a] + s(,s — i). . .(s — n + 1 ) 

:~-(r -h s — na •+■ i) (/' 1- * — na ) . . . (r i — « 4- 2 ) 

/i — i) (/• - I - s — na -H i) (/■-+- A' — na ). . .(/• -h s — na — « 3) 

— — /ia)...(/--l-s— na — rt-+-4)-t-...-l-i.2.3...rt(a— 1 )'' 

Si, dans I’dquation (2.^), on prend 

— / 1 4- 1 = s — n - 1 - 1 = J, 


on obtiondra la forniule' connuc 


(26) 


-t- i). . .(.c 4 - « — i) -I- Y a?(a? 4 - 1 ). ..{x 4 - « — a)/ 
+-i). . .(ic 4- n — 3)/(/ -4- 1) 4-. ■ - 


1 .2 


4 - + -(/-H « — 3) 

4- Yay'(/ 4-i). . •(/4-n‘— 2) ••(/ + "■ 

— (a; 4-y) (a; 4-y — 1). . .(a? -+- / — « 4 - 1 ). 
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Si Ton fait au contraira 


r = a\ 


iiTr.li \ i ft •' i • '■ 


on trouvera 


(«7) 


^'1 — a//) 1,1. ..i.< 'A // ' n... 


' 1.2 

I it (.r — ///O fifi fi 


[ .2.3. . . n.A". 


Cette deraitsro formule pent oins fai*ih‘nM‘ul clahlif par li* raL'iil an\ 
differences finies, ct no. (lillcro |»as do roqualioa 

(28) l'>[{x — nh){a: — nh—i)...{.v uU »\ iij i .1 V» •'*. 

qui suppose sculcmcnt Lv~-h. 

Revenons k I’equation (18). Si, dans oolto oquiiti(MJ. in» nMuplaoo 

paif ^pr.’ y 1»»‘ li I’ !«“■ 

on aura simplement 


(29) 



rf"(W«I>) n it" '(W"’ 'Pi 

' I f/.f fix" ' 

4. «(”-') t ^ J f ■’ ‘ " ’ * * * 

I. a ~ dr* " di" * 


i.a fir* ilx'i * 

4 - - rf« ■i( W" ''<j) i{i ( W" » 

I ~ dx. ~ "* * dr‘> 


di 


I ■ 


PQW« 


•(.r- 


, dW 


du)i 


Concevons maintenant que, s designant uno quanliU* qii<doon<|U('. ol H 
une fonction de la variable a?, on prenno 
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Hion n’oniptV.luM-a do sii|)posor, apvbs les difrcrentiations, s=x, ou, ec 
(|ui roviont an nibmc, do supposor, avant Ics differentiations, s = 5. 
Or, dans (USlU^ liypothcsso, Toqiiation (29) donnera 


(3.) 




I 

\ 


I 


r/’'(W"H) n rf(WO) 

' «/,<!''• *” t du! dx'‘~'- "* 

/wif(WR) 

*^'7 ' dx d.r "‘ ^ dx"' 


r dVf'\ 

<)•» 

' ' dx 


- • 

n d{WQ) ' 

t 

1 




n (/( W'‘">Qj 


1 d,v^' ‘ 

<)x ’ 


s dcvant (Jtr(( rbduii. a .r?, apros les dillcronliations. D aillcurs on a ge- 
nbraloinont, sous cotto condition, on vcrtiido laformulo (19)* 




()x” 




(d, par consbquonl, 


I' /^ZWl 

d"' (.r-=)W'« 'U^-j 


‘~"dx'” ” d.r'" 


d”^(W”'i\) 

' 




/«- 


dx"‘ 


dx 1 

dx"'-' ’ 


W dbsignant la dbrivoo do R par rapport a a?. Done I’equation ( 3 i) 
pourra (Hro rbduilo a 

f ORW " ) ^ d”-* ( W" IV) , n rf(WQ) rf^-^CW^-^R') 

dx'^ ^ 7 dx dx'^ ‘ 

7 dx^^ dx'* 

Si, dans cette dernibro, on bchange eritre elles les lettres Q et R, on 


(3a) ( 
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aura encore 

I ^'‘(0^) uw" 'ih 

(33) j H . rf (\ va )^/'’ “(W" '<.>') , 'tV\ "<,)'» 

I ■*'7' ff’f” ’ ’ ' 


Enfin, si Ton remplacc, dans PAquatidn ( J'-O* Q « [lur n 

on en tircra 


1 . 




(34) 


afdj"-* 


dj'”~ 


I tir** ^ 


</.#■« * 


puis, en retranchant de I’equation (Aa) la fornnili* [It! uiultipliec 
par n, on trouvera 


(35) 




..do ^\S«W) , n.....,do n''" 'H'l 

0 '■ 7 //.»■« •» 

. «('*- -• 0 (KWH )') d” '{'V" ’H'l 

* I.!« /?./• f/./” ■* 




I 


’(W" '0') 

'~d~r« ’* 


, ..d' '(W"!.)' 


On peut verifier directetnent ces divcrses furniules putir <1<'S valcurs 
particuliferes attributes au nombrc entior n, par rxoiiiph*, pour trs va- 
leurs n = I , n = a, n = 3, .... 

Si, dans les equations (32) ct (35), on pose 

Q = e'-» Rrre" W - 

on en tirera 


| (r + j + /t)"— (/■H-n)*' 
i 

= (i + /i)—’ + i‘ (r + 1 ) (s -H /j „ ,)« -» 


n{n — i) 


(/• + 2)‘(f-i-n — a)»-» •+....+ "(r-h/t -i)"- 


1.2 
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(*l 

1 ( /• H" s) ( r j-h ^ -i- n — /■(/* + — .V (s -!- 

r.i^ 

^ (.V H” /A i)" ^ a) -H — . . 

j (,v 4- ) (/* H- /i — 2)"“® 4- — ( /* -h /i — i)"“^ ; 

\ ] . ‘.^ I 

puis, on prcnaiit .v = r, on conclura dc I’equation (37) 

i (’ •>. r --f- n Y ^ ( /■ -i- fiY"^ 

r 

^ . •:i..: - (/• -I- n — l)"-® 4 - -^ " ■■ - --(/• + «) (/• + /I — 2)"-* + . . . 

I _j, -. 1 . ^— -_ ' ■) (,• /t — 2)"“*(/' + 2) -H ^ (/• + /i — l)"-’. 

Si I’on (ait maintcnant /•= o, on trouvera 


(Si)) 


2 (// — 1 )«'' ~ (rt — i)'‘"*-t- 2 ' (rt — 2 )""’ 4-. ■ ~ 


4- liilL — li (m — 2)“"*a' + - (/i — 0"--. 

1.2 1 


Si I’on poso (Ians rcquation (35) 

Q K = iV’, W = .r", 


on ('ll lii'oi'a 


(i<>) 


(/• -|-A‘) (/■ - 1 -^ + — « -(-j). —l) I 

■ /• ( /• -I- (tn ~ rt - 1 - 1 ) . . . ( /■ H- ^/( — I ) — a(.v + rw + t) ■ • • (a + an — t) ) 

/'A' 


— [.V -|_ (/j _ _ i], . .[.?+(« — 1) ff — « + 2] 

I’.v-htw — 2)rt — i]...|'a+(« — 2)« — // -h3] (/• H-2a — 1 )+ .j. 
^ tiilLlTj). [/■ -I- ( /j 3) a — I ] . . . [ /• H- ( /i — 2 ) fl — « -l- 3 ] ( A + 2 a — I ) 

I ■ 

-h j [;• 4- (/i — () a — 1 1 ...[/• 4- (rt — i)^ — « +• 2 ]. 


Lorsqu’on prend dans I’^quation (4o) 


a = i_j r = a, a = j, 

on rctrouve la formule (26). 
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10 



SUU mV. FOUMI LK 


AKI.ATIVK V I.V 


determination DES inter It ales SIMI’LES 


WllSIiS 


ENTRE EES LIMITES <> KT » Dli I.\ \ AIUAIU.K. 


Dansun Memoirc sur la (lonvorsioii dos Ihiios i|cs jniis- 

sances en intdgrales d^finics, j’avaia clahli itti IhiWjiviuc qm* j<> vais 
rappeler ici, et a I’aide diiqucl on dotonuiiio laciliMm'iil Ics vah'urs do 
plusieups integrates definics. 

Th^or^me. — SouJ‘(^x) line fond ion donni'o iL' .r; <7 snpfuntons qiu\ 
n designanl un nombm enlier qiiekonijite, on fxtivmine loitjunrs u ohlftiir 
en teimes finis la valeurde I'integmle 


On pourra en ddduire la valeurde I'integmle 
et cette demiere sem deternmie par la fornutk 




( a -h »«(/» 0 . 

’ 1.3 ‘ Av.., 

+ ” ~ a )( a / i - 3 ) 

' 1.2 


A . « i . 


1.2 



DES INT^IGRALES SIMPLES, ETC. 
Dermristration. — Faisons, pour abreger, 
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iV ^ ‘ 


d.T 
X ’ 


On tircra dc la fornuilo (i) 

cl do la Ibrnuile ( 2 ) 

On a d’aillcurs, quel que soil z [t'oirV Analyse algibrique, p. a33), 
( 7 ) cos ( n -I- 1 .1 - cos 5 

cl, cominc, on posaiit 
on troiive 


. , (2« -h 4 ) (an + 2)a/i(2/i — 2) . , 

I - • — sin’ 3 + i i-Li Z_£- — i isiu*3- 

1.2 I. 2. 3. 4 




cos s 


sin S r- ( VT — - ) , 

a^_,V a-/ 

COS ( a n ■+■ I) 3 1 : 

on lircra do la formulc (7) 




I (At + a)(At + t)n(/i — i) 


1. 2 . 3. 4 




Si inaintonant on muUiplie les deux membres de I’equation (8) par Ic 
produit/[(.»-y’]^, et si Ton intfegre ensuite entre les limites 

.V = o, .r = 00 , en ayant 6gard aux formules (4) et (6), on obtiendra 
• pr6cis6tnent la formule (3). II est bon de remarquer que, dans cette 



76 sun UNE FORMIILE UKL VTIVK A f, V UETKU M I N VTIo \ 

fomule, Ic cocfficiont do A„,„, /// tlosignanl uii iiutnhn* ..nti.M- qi„>l 
congue, sera goneraloiDont 


(q) — i ) . , . ( // f)i I 

. .('W// ) 


^ »/// 

ffi \ 


CorollaireL — Soil. 


J\,v) e 

Jdesignant une qiiantito positive. On (fouvera 


(lO) 


^ 0 


w* (Lv 




Aj,„= f wv/.,. . 


» . ,( f /// n 

\ I < * 


et, par suite, la formulo (IJ) donneni 






■ 2 .? 


fl,y 


nJ.lrj}"/' ’ Vi ‘ !•/ t v' 

V ■«.¥ f 


5 


clTr “t" I'* '‘•'■'•'-vW, 

Calctd integral de M. Lcg(«nd,.n, p. ) 

CorolkirelL - Si I'on poso suceessivenienl 

I > 


(•3) C r ■.(..- ly , , 

et. par suite, les valeurs des integrales 



DES INTlilGlWLES SIMPLES, ETC. 77 

Oil parviondfii, do ooUc manioro, ii dcs rcsultats quo I’on pout deduiri* 
diroctonuvnL do I’oqualion (i 2), cn y romplacant ,y par s -h t \J— i . 

Vorollaire HI. — Si Ton poso 


/(.r 2 ) = e 

.V (losigiianl: tonjours uno. quantitd positive, on aura 




/ -» 89 fm, i 

(IQS ^ ,2* cLr = e , 
' d 2 


(l<>) Aj„,=: / ''•'■’co.sf.7>J.r=(— l)"'— > 

•'» as* " 

(' 7 ) C0Ht,rd.v = e^^ C e cosi.r at/'. 

*'o 


('t, par suilo, la (onmilo ( 3 ) doiincra 

X'Sft (* \ 'cos/.-^' c/./‘ 




as* 


r. *'* (// I-m) (/ i -hi )//(// - 0 

( . a di* 1 . 3 . 3 . () 7 ‘ 


fl 

-J' 


Si, apri's avoir olloiduo loa diirorontiations indiquees dans lo second 
nionilire do la forinulo prdcedoiitc, on pose / = o, on rotrouvcra, coinnic 
on dovait s’y allondro, [’equation (12). 



UN NOUVEAU GENHE D’lNTKd HALES. 


Dans le Memoire deja citd(|». 7 'i), cl rclulifa In conversion dcs dif. 
Terences- finies dos puissances on intcp;ralc.s dciinics, j’ni considcrc nn 
nouveau genre d’inl6grales que j’ai dcsigiuM's sons Ic notn dVrt^cXvw/c.y 
e^traordmaires, et qui ont quclques rapports avee )(> <‘nlcul dcs rcsidns. 
Je vais indiquer ici en peu de mots lour nature el lenrs principales pro- 
prietes, 

Soientf(a?) une fonction do lu variahh' qni ne s’evaiionisse [»as 
avec cette variable, r et k deux quantites reelles, iloni In jireinii*re 
reste positive, et n le plus grand nombre entier eotnpris dans r t i, 
L’integrale 


(0 


r 


fjf) 


</,v 


aura necessairement une valeur iulinie. Mais, si Ton p«»se 


I F(a;)z=f(o)-f~ 2 f'(o) ~ no) 


( 3 )- 


\ ((3»)) 


,V ' * 

■I”.., I . 

I . *« , , I // t I 


I'int^grale 

(3) r* f(.rr.- Ff.r) 

btiendia en general une valeur finic; et de plus on reeonnaitra faeilc- 
mentquele seul moyen de rendro finie la valeur du rinfegrale lH), en 
prenantpour ?(») une fonction rationnelle et entibre de lu variable .r. 
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est do supposor F(.r) d(Horniiu6c par lo moyen de I’equation ( 2 ). Si 
Ton adopki coke hypolliose, I’integralo (3) deviendra 



/"* ILi} ... riiil ‘ 1 


Uno souio iulogralo do oc g(Miro correspond a cliaquc valeur donnee do 
la (oaolion (‘(.r). Pour ahrogor, jo dcsignerai I’integrale (4) a I’aide de 
lacaractoristiqiio j a(JC(Mitu(Jo, ot placee devant Ic produit on 

sorto qu’on aura 

( 0 ) -• r Sill _L. 1 

'L “ Jo 1 -'^“ 5 (( 3 “)) 1 


De pins, jo. notmuorai Texprossion (5) in tegmle extraordinaire; otl’o- 
poralion par Ia<[uollo on la doUn’inino, integration extraordinaire. 
Pour gduoraliser la Ibrinulo (5) ct la rcndre applicable a toutes les 
hypothiisos quo I’on pinil. Cairo sur la valeur de la quantile reelle /•, il 
suCfirait d’adinotlro quo, dans cello Cormule, /-pout reeevoirdes valours 
nogalivos, ol (pio, dans lous los cas, on ddsigno par /i celui des lerines 
do la progression arilhinoli((uo 

" ^ 1 • • • 1 a, ‘ 1), I, 0, I, IX, o, i.|, I), * * • , “H ^ 


qui ost ogal on innnodiatomont inlerieur si rn-i. C’esl ce que nous 
forons dosorrnais. Cola pose, il ost, clairque, si la quantile /■ devient 
negative, n sera nogatif ou nul. On aura done alors 


ot, par suite, 

(«) 


f(s) 




= 0 , 




Ainsi, toutes Ics fois que I’on suppose rnbgatif, I’integrale extraordi- 
naire se confond avec I’lnt^grale ordinaire, et le signe C peut 4tre 


romplac6 par le signe J'. 



80 


SUR UN NOUVEAU (lEMlE D’lNTliOH VI.ES. 

Concevons maintenant quo I’on rcjHusonO* par .v utH* iKtuvt'Ilc va- 
riable, par unc fonclion dos deux varialdcs .r, .v, (>( par 

c^'r-'s .( ‘^•'••''.,.-■.1 

ce quc devient Tcxprcssioii (5) quaiid 011 y n'mplarc I' .r par f .r, .v'i. 
On aura evidemment 


( 8 ) 


ds ■ 


.f‘-2 

j» L^" 


-L „ r ... 


fij* 


x"’ ds ds {,t ' 


I = /^ dl'(.r,.s) d.r 
! ~4 di ' xi^' 


On trouvera de ni6mc, en inloj^raiil j)ar rapporl a s (‘iitrr d<Mix linii(«>s 
quelconques 5 = a, s = h, 

i/i,- />* 

l s. x) tfx I 

d.r 


(9) 


/ /ip 

12 i' 

. ^ (,r • 5 m;" 


t>* fi * I 


Ainsi I’on pent diflcrenticr ot iulof^rer kohh Ir sl(?iic /' roniiuc mmis Ir 
signey’. En partant do ce principe, on delrrmiiM'ra suns pcinr Irs va- 
lours de quelques integrales cxtraordinainis, conune on va Ir lalrr voir. 

pROBLfiME I. - Determiner la valeur de rinidgnde e.vtmimlittaire 

rets dtant des quantiles positim. 

- Soit toujours n le plus grand notnl)r<i rntirr rompris 

nar ^ « - r sera negalive ; et, on difr«n-en(iam « fois 

par rapport a ^ 1 equation (lo), on trouvera 




r)«S 


/»/( 
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Slia UN N0UVJ5AU GENRE D’INTEGRALES, 

On a (raillaurs, en adoptant la notation do M. Legendre (wla page 9 
('t la XXX IP L(5 (;oh do Calcul injinitesimal), 

f c- “(r/.r = 5'-''r(rt — /•). 

Cela pose, la Ibvrnnlc (i i) donnera 

(i;0 — (— i)''s'-»r(« — /•). 


Si Ton inibgre n I'ois cette devniere par rapport a s, a partir de s — o, 
et si Ton suppose, avec M. Legondre, quo I’equation 

(.3) r(/--i-i) = /-r(/-), 


etal>li(' pour des valcuirs positives de la variable r, subsiste encore pour 
des valours negatives de la ineine variable, on trouvera definitive- 
men t 


(1-1) 



— 2)... (— /•) 


=5'T(- ;•)• 


On aura done gbndralement 

(.3) 

•'0 ‘ 

ibrolkuni f. ~ Suit j = i; on aura siinplement 

r'* diV ■«. . 


Si, dans la formule (iG), on romplaco r par - r, on devra y remplacer 
en mdine temps lo signe J" par le signe J ; et Ton retrouvera evidem- 
ment la formule qui sort k d6finir la fonction r(r), savoir 


(17) 


X 


^r -1 =ir(/*). 


CoroUedre II. - En supposant la quantity r prise entre les limites 

OEuvres de C. - S. It, t. VI. ‘ 
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o et I, on 

(i8) 


SUR UN NOUVEAU (JENRH l)'INTK(iH\I.KS. 
d^montre aisement la fornuilo 


(woi> la XXXIII' Lecoii i[(i Cakd bifinitesinuil), (pio Ton poul i'nsuilc 
etendre, en vertu do rcquation (i 3 ), a des vulcurs rrcllos <|H<‘l<Mm(|U('s 

de la quantile r. Si, dans la mcmc ^orn^^lc^ on par - /■, 

on en tirera 


(19) 




!’(/• + iTshur -I - 1 )” 


Par suite, la formule (i 5 ) donnera 


(ao) 


r(/‘ + i)8in(/--l- 1)« 


/•'" , tl.r 

I C ' 


Si Ton prend la difference finicm‘‘’“'* de eljaeun des ineinhres d(! I’e- 
quation (20) par rapport a s el si Ton Tait, ponr ahreffer, A.v i , 011 
trouvera 

(21) Ta 

ir ‘ .K’* 

of * 

Quand on suppose /•<»*, on pent r(!mpla(;er le sif^ue / par le sif?n(^ f , 
.dans r^uation (21), qui so reduit alors It la suivunie : 


(22) 


^mgf— 


_ r(r 4 -i)sin(r 4 - 1 )^ 


r» 




(Li- 


Cette dernifere coincide avec une formule dona<’*e par M. Laplace. 

CoroUaire III. — Si Ton differontio, par rapport a r, re<|uati«u (ao) 
et si 1 on d^signe par la caract^ristique 1 lea logarithntes pris <lans le 
systeme dont la base est c, on trouvera 




O' 


rlr 







SlIU UN NOUVEAU GENUE D’INTEGRALES. 
la valour do ll otant donnoe par la forraulc 


(%\) 


U = ^ cos ( /• + 1 ) IT 

sin(;--)-i)7r‘ 


Ajoutoiis ({lie, si I’on nomine c la constante dont Euler fait mention 
a la paf^o t\W do son Cakiil differentiel, ct dont la valeur approchee 
ost o,r)77ai(>. . . , on aura, on vertu d’uno formule connue (tw la 
IV® Partie d(‘.s Eivmnoas de Gahul integral de M. Legendre) 







Quand on suppose rc^m, on pout rcraplacer le signe j par le 
signo I , dans I’oqualion (a3), qui se roduit alors a la suivantc : 


(■•«()) A"'(.v'‘l.v) = 


UC/' -h i) sin(r -M)ir 


J9 




. rV» 

/ >.r+.l 


Si /--(-I doviont prdcisomont 6gal au nombre entiern, sin(r+i)7r 
s’ovanouira; mais on tirora des formules (2/1) et (26) combin^es entro 
olios 

('.«") A"*(,v"~‘ 1.S') = V(«) cos«7t ^ i)'“ ^ 

ou, CO qui roviont au moino, 

^ « 

^0 


PaOBLte II. — Ddteiminer les valeurs des intdgrales extraordinaires 


(5*9) 


(3o) 



e-**cos/^ 


dx 


er“* sin tx 


dx 


X 


r+l 


7 


r et s dlant des quantitis positives. 
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Solution. ~ En operant commo dans lo j)i*(‘nii(>r prolili'iiK* cj avani, 
egard aux formules (i 3 ) do laXXXH® L(‘<;oii do ('alcul tnjhilti'simttl, (jui 
subsistent dans lecasmemc oii n dovioni nn iiouihro <{iiolc<(n<|iio, on 
ti’ouvera 


(3i) 


rv- 


dx __ (.9 
““ ““ 

— i i)' 



dx ^ {s 

— l\/- t)''- • (.y I I/'’ 

-*■ ““ 

:n - » 


ri /■), 


ou, ce qui revient au ineme, 

X 'oo / 

c-^cosfo! = !'( /•». 

/ oo ^* / \ 

e-^%votx — ^ = l\ .. ,■). 

Si, dans les Equations pr6cedenles, on ohaugoail r on -• r, ii fati- 
drait en m6me temps remplacer Ic signc f'luiv lo signo oj Ton so 
trouverait ramene aux formules connues 



X' ‘e ‘•^cosixdx — cos^raiT.tau}; ^ j, 

I J' X' ‘e-*®sin^a?^fe = — LLL}_. gj,) A. \ 

CoroUaire. - Si, dans les Equations ( 3 a), on proud ^ <, o( / po- 

sitif, elles donneront 

COSf^^ = «rcosL’!r(_r), 

De ces dernieres, combin^es avec I’^quation (.9), on deduit faoi- 
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lomont les dcMix foniuilos 


(35) 


/■'* 1 . \ die 

r ,,os (L±l^- tir) 41 = i'’. 


I’liOBii.ME HI. — Determiner l.(i valeiir (le I’integrak extraordinaire- 

d.e 


(3(5) 


/*'“ , //• + ! \ dx 

I « «'-cos(^-^ir+2,?.rj — 


/■ f'/ s eiaat ties quantifes positives. 

Solution. — Coinnu! on a, on voi’tu (runo fovmule connue [voir la 
Xli® L(^COU de Calml injinitesimal). 


(; 5 :) 

on tronvoi'a 


• .* 8 ^ I ^“S“‘ COS .^5 ds, 

»• 0 


(38 ) (■<>« (^-4~ " '■**'*^) 

Z (Uant unc Ibno-liou dc s clotorminee par Toquation 

/ ‘*c.os| £l±l7r + a(.v4--).rl +cos| i^^Tt + aCv-s)./.- 1 
(3<,) 


dx 

WH-l 


D’aillcui'S, on vortu des formulos (35), on aura, pour toutes los 
vahnirs positivos do s, 

1 dx 




pour des valours dc s infcricurcs a s. 
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ct, pour (les valours do s supericuros a .v. 



71 + 2 (X — 



f/.r 

“.m'i 


t: 


En consequence, la fonction do s, r<*pr(!H(‘.nt«*<‘ par Z, sera luujuiirs 
nulle entre les llmites 3 = 0, 5“#; inais, oniro los liuiiU's 5 
; = w , on aura 


Cela pose, I’equation (38) donncra 




r 


o-lX* 


COS 


(- "■</!. 


On peut quelquefois se servir dcs intogralcs ('xlraoi'(linair<‘s jMuir 
decouvrir les relations qui existent entre des inlpj^rahs ordinaires. 
C’est ce que je vais montrer par un excunpht. 


Probl^me IV. — Determiner k rapport dcs dcur inlcgnilcs 


(40 


.4a) 



<h'. 


rets designant des qiumtitds positives. 

Solution. Pour resoudre la question proposee, il sufllfa d«( (rans- 
ormerlesintegrales(4 i)et( 42) en integralcs extraordinainss a raid<' 
des formules (3i) et (34). En effet, on tire des fornnile.s (;j/,) 




= cos COS2^a? 

2 


Sin 


cos2^^ 

Y(zrpj J <^osxz 



r) 


/ *!»! 

sin*ri? 


</z 

I 
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et, par siiiLa, I’intogralc (/|i) peut etrc rcduite ii I’expressioii 
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f( 


^ j : 


■ rh 


la valour Z olant 


00 ~ 
Z” I' e ••''’cos(2s4--)-^fl?a-= ^ 




On aura dono 






— .5 3 — 1 - 5 ® dz 
* 


Do plus on tirora do la forumlo (3i) 

(.V .rv/”ir-l-(.v + .rv/->)'‘_ f 

a 




dz 


e* COSXZ -^^9 


(U, par c()ns()(|uont, rinlof?ralc (4i) prendra la formo 


IV- /•)./« 


r/ 


-r+l' 


la valour <1(( Z otant 


X 

J /*80 

f QOSZiV dx ’=z. — e * " . 
0 


Oil aimx (lone 


m 


J 'VJo 


si raaiutouant ou compare l’6quation (43) k I’equation (44)) on truu- 


vora 


5) .r''c ■** cos d.T ~ 


s« r" ^ y/- - 0'“ + (■* V ^ 




On sc troiivc ainsi ramenc a unc fonnule que nous avons etablic par 
line auti‘C inethode dans Ic Bulletin de la Socidte philomathique de i8a2. 

Corollaire. -- Si, dans I’equation (45), on suppose r= /z, /idesignant 
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SUU UN NOUVEAU (JENKIi D’INTKU » VI.KS. 
un nombre entier, on aura 


si n cst pair, ot 


cos 




cos 


. ( ! )" cos 'KS,r 


If 1 

;(■ • i) " siifov./’ 


si n est iaipair. Si, dans la memo hypolluXsc, on (hW’cloppc Ic S(»(‘ond 
membre de la fornuile ('jo) cl si Ton a cj»anl a rc<{nalion 


( 4 <>) f 

on Irouvera, pour des valours pairos do n, 

I / g~x-- 


1 .3.5. . .('t// II 




< 47 ) 






tiitt 0 ( // ‘0 « // 

I 




(48) 


ol. pour des valours iinpaires do n, 
j j J?"e“‘®*sin 2 sa 7 rfj? 

={-i)^ ['i_ ■ ■ ,M i (« ;i ) ^ . y 

La formule (47) s’accorde avec I’oquation (i(>) do la pago 77. 
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LES MOMENTS LINfiAIRES. 


La Ihoorie dcis tmimnts lineaires se lie iiitimement, d’uii cote, k la 
tlu'iorio <lcs monumts (l(is forces, pris par rapport a un point fixe, ct 
roprcsentes par des surfaces planes; de I’autre, k la th^orie des couples 
('dablie par M. Poinsot, ct fournit, comme cette dernibre, lesmoyens 
dc siinplilicr la solution d’uu grand nombre de problbmes de Meca- 
niquc, Kllc a d’aillcurs I’avantagc de faire disparaitre les difficultes 
(juc proseute, dans certains cas, Ic cboixdes signes qui doiventaffecter 
les surfaces design6es sous le nom de moments. EnlBn elle s’applique, 
non se.ulement aux forces, mais encore a toutes les quantites qui ont 
pour inosuro des longueurs portees sur des droites, dans des direc- 
tions detcrinineos, par excnqdc auxvitesses et aux quantites de mou- 
veinent. Nous nous borruirons, dans cct article, a exposer les principes 
de la nouvellei Uioorie, ctnous considercronsenparticulierles moments 
liueaires»d’une ou do plusieurs forces appliquees k un seul point. Pour 
que Ton puisse facilcmcnt comprondre ce que nous avons a dire a ce 
sujet, il ost d’abord noccssairo dc rappcler quelques definitions gene- 
ralcmeut adoptees. 

Soil P uuc force quclconquo appliqu6e au point materiel A, et repre- 
sontee par une longueur AB portae k partir du point A sur sa propre 
direction. Si, d’un autre point 0, pris k volont6 dans I’espace, on 
abaisso une perpendiculaire sur la direction de la force P, le produit 
de cette perpendiculaire par la force elle-m^me repr6sentera le double 
de la surface du triangle OAB, qui a pour base la force AB, et pour 
* < 7 . - s. u, t, VI. 12 
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sommet le point 0. Ce mcinc prodnit, ('(iiiiviih'iit, (•(mime mi viciii dc 
le dire, au double de la surface OAE, es(. ce (ju'oii appcilc Ic mnmrni 
de la force P, par rapport au point 0. Do plus, Ic (ihm dii triaiijflc 
OAB, ou, en d’antres tenues, le plan (jiii passe par Ic |)oinf. 0 c( par la 
force AB, est ce (ju’on nomine. le phtn da momvnt, (icia pnsi*, il (‘sl 
clair quele moment d’uno force AB reste le m('‘me, Inrsqm*. sans cliaugcr 
la direction de la force, on dcplace lepoinlAde inanii'rca Ic Iraiisportcr 
on un autre point A' de la direction doiit il s’ajjfij. Kn clfcl, si, sur la 
droite AB prolongee, on prend Ics d(mx (rianglcs OAll, 

OA'B' auront des bases egalcs avec la imunc baiilciir cl, par e(ms('‘- 
quent, des surfaces 6gales. 


Le moment d’une force n’etant autre cbosc ipic le preduil dc ei'ltc 

force par la perpendiculaire abaissiie d’un point doniK' sur sa direction, 

le point k partir duquel on abaisse la perpendiculaire sajipidle Tori- 

gine ou le centre des motMnts. Le plus soiivent, on place Ic cenirc des 

moments a I’origine ra^me dcs coordoum'ms. La droite iimmk'c dii centre 

des moments au point d’application dc la force sera d(*signi'c sous le 

nomdc rayon vecteur. Go rayon voctour est run des ci'ilcs du triangle 

OAB, dont la surface doubbie (fqiiivaut au moment dc la force AB; 

d’oii il estaise de concluro qu’on obtiendra encore nn prodnit ('>gal a 

ee moment si I’on multiplie le rayon vccteur OA par la perpendiculaire 

abaissee du point B sur ce rayon vccteur ou, c.e qui revient au nn'mie, 

par la projection de la force AB sur.un plan perpendiculaire au ravon 
vecteur. 

Si 1 on projelle sur un plan qnelconiiuo In cenlro iliw mmuMila ot to 
OKe AB, on obtiendra on memo temps, pour proj....linii ilii triiuinle 

OAB nn oouyean triangle qni aura poor son.inet la 

p mt 0 etponr base la projection do la foreo Alt. Co i.oiivoau Iriongin 

orLiiT °° !" <l« l» fi'TO’ 

moment to I ® Projection du centre doa momenta, Ainai, !e 

i. force doonee et comprise dans le plan dt, moment. Cost on 
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nous oxpi*iui(M*ous on disaiit (jue le moment de la projection d'ane force 
ne (Uffcre pas de la projection de son moment, 

Lc plan (lu nioinont d’unc force AB = P pcut tourner dans deux sens 
dilloi'enls auLoui* du centre des moments. Si Ton vient a fixer ce memo 
centre, ('t que le rayon vecteur se change en une droite rigide, la force 
appliipiee a riixtremitc mohile de cettc droite tendra evidemment a 
imprimer an plan du moment un seul des deux mouvements de rota- 
tion qu’il pent prendre. Supposons que cc mouvement s’effectue ct que 
Ton ait eleve par le centre des moments un demi-axe perpendiculaire 
an plan; un spiictateur qui posera Ics pieds siir le plan, de maniere a 
s’appuyer centre le demi-axe, verra Ics differents points du plan sc 
mouvoir, en jiassant devant liii, de sa droite a sa gauche ou do sa 
gauche a sa droiti*.; ce quo nous exprimerons on disant que lc mouve- 
meut de rotation a lieu de dmited gauche ou de gauche a d/oite ('). On 
doit observer an reste que si, par le centre des moments, on 6Ievait a 
la fois deux demi-axos perpendiculaires au plan du moment, le m6me 
mouvement de rotation paraitrait s’edectuerautour de Tun deccs demi- 
axes de droite ii gauche, et autour de I’autre, de gauche ii droite. Reve- 
nons niainleuaut au eas ou Ton trace un soul demi-axe, et supposons 
que ce soit prec.isemeiit cedui autour duquel le mouvement de rotation 
s’effeclue do droite a gauche. Si, a partir du centre des moments, on 
porte Hur ce derni-axe une longueur nunieriquemcnt egale au moment 
de la force P, on obtiondra ce que nous appellerons le moment 
de cette force. La direction do ce moment lineaire sera celle du demi- 
axe surlequel il secompte, intensite aura pour mesure lc moment 
ineme de la force P. 

Concevons h present que, dans le plan du moment de la force P, on 
fassc varier cette force en grandeur ct en direction, de sorte qu elle se 
change en une nouvellc force P' toujours appliquee au point A et propre 

(*) Lo moyon quo nous employons ici, ot I'aido duquel on distingue faoiloment lesdoux 
osp6oo8 do mouvomonts do rotation quo pout prendre un plan tournant sur lui-m6me 
autour d’un point donnd, cst celui dont M. Ampfero a fait usage dans la Thtione de I elec- 
tricM (lynamiqm* 
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k fairc tourner Ic plan dans Ic mcino sons (jUt' In proniim', aulnur du 
centre des moments. Les moments lineaires dos detix rorfos P, P' d(>. 
vront etre port^s siir le inoine demi-axe; el, si Ton projet te ees deux 
forces sur un plan men e par Ic point A p(‘rp(‘udieulaireinenl an ravoii 
vecteur, les projections auront encore la nietiie direction. hnaj,dnons 
ensuite que le plan du nionrent de la force P' vieune a se <letaclier <ln 
plan du moment de la force V, cn tournanl (PniU' eertaiue (luanlite 
autour du rayon vecteur. Pendant ce niouveim'id, deux deini-axes per- 
pendiculaires au rayon vecteur, almulissanl a dt'ux points dillerents 
de ce rayon et assujettis k toiirncr autour «le ees jioinls avet^ le plan 
du moment de la force P, docriront (Wideinmeut des aut'les ejj;aux. Or. 
comme on pent supposer quo ces. deiix deini-axes eoineideni, h' pre- 
mier avec la projection do la force P' sur le plan luejie {)ar le point A 
perpendiculairementau rayon vecteur, le second aveele demi-axe mene 
par le point 0 et sur Icquol on compte le moinenl lineaire de la meine 
force, nous devons conclure qu’apres I’arrivce de la force? P‘ dans sa 
nouvelle position, les moments lineaires des litrees P, P' eonipn'ndront 
entre eux le mfime angle quo les projections de e<‘S Ibrces sur l<* plan 
perpendiculaire au rayon vecteur. 11 est d’ailleurs essentiel d’<d»server 
qu’il sufBtde choisir convenableinent I’iutensite d(i la fonu? P', sa direc- 
tion par rapport au rayon vecteur dans le plan de son inonu'ul td, la 
quantite dont on fait tourner ce mfime plan, pour (jue eelle force, pai*- 
venue dans sa nouvelle position, coincide aver, une force (|ucl(“on<|n(‘ 
men4e par le point A. On pent done euoncer la propf»si(ion suivanU^ : 


Si deux forces qitekonques appHqudes au point A sont pmjPtv'es sur un 
plan perpendiculaire au rayon vecteur qui joint h point A aver le rent re 
.des mxmerUs, Us projections formeront entre elks U rntlfnc angle que les 
moments Undedres des forces denudes. 

Considerons maintenant, avec deux forces P, P' simullaneuient ap- 
pliqu6es au point A, la resultante R do ces deux forces. Soil Unijonrs () 
le point pris pour centre des moments, et supposons que Ton conatruise 
tout k la fois les moments lineaires des forces P, P', R, avec le.s project 
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Lions do cos (oroos suvlo plan mono par le point A perpcndiculairement 
an rayon v<Md(Mu*. D’apros co qu’on vicntdediro,.lcs moments lineaires 
forinoront (mini oux los imnnos angles (|ue Ics projections dcs forces 
coiTcspondantcs; cl do plus cos moments lineaires seront, en vertu de 
lour d(!liuiliou mfmio, rospoctivomont (igaux aux produits qu’on obtient 
on inultipliant lo rayon veotoiir par les projections dontil s’agit. Cela 
pos(3, concovous : 1" <(uo los droites AB, AC, AD rcprciscnlent en gran- 
deur ct on dirocliou los projections dcs forces 

I’, l»', It; 

a" quo los droitos OK, OK, 0(1 representent en grandeur et en direction 
lours moniouts liiu'iairos. Les trois dernicrcs droites seront proportion- 
nollos aux trois prciuii'ros, ot, prises deux a deux, dies formeront 
entre olios los nu'mios angles. Par suite, les deux figures ABCD, OEFG 
seront ontiiiroinout somldablos. Or, la force projetcc AD etant la r 4 sul- 
lanto (los Ibnsos (irojoU'ms AB, AC, la figure ABCD cst necessairement 
un paralN'dograuimo; done la figure OEFG en sera un cgalemcnt. Done 
lo niomout liiu'iairo OG do la resultantc 11 sera la diagonale du parall6- 
logramuM! construit sur los moments lineaires des composantes; et, 
pour rditouir, il suffira de monor par rextremite du moment lineaire 
de la l‘()r(!o P uuo droito (igalo et parallble au moment lineaire de la 
t’orcas P', puis do joiudro lo centre des moments avee I’extr6mit6 dc 
cotto- droit(i. Ainsi los moments lineaires se composent comme les forces 
ollos-nn'^nics, ot a Faidc de la miime construction. Cette reraarque ne 
so borne pas au cas oii I’on considere deux composantes; die s’etend 
a un nombre qudeonque de forces P, P', P", . . . ; car il est dair qu’en 
riqnitant plusicurs Ibis dc suite la construction indiquee d’une part sur 
les forces combinbos deux a deuX, dc I’autre sur les moments linbaires 
correspondants, on obtlcndra par le m&me proebdb : 1" la resultante 
do toutes CCS forces; 2“ Ic moment lin6aire de cette resultante. Enfin, 
la remarque subsiste, quelles que soiont les directions des forces don- 
n6es et cellos do leurs moments lineaires respectifs, et, par cons6- 
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quent, dans le cas meme oil (luclqiios-imcs do <^os diooclions vii'ii- 
(Iraiont a coincider. 

Pour indiquer que Ic momonf. liiiouiro do la rosullanti* do plusiours 
forces?, P', P", ...resulto dclacomposilion do lours uiomoiils linoairos, 
nous le designerons desormais sous lo noin do mo/iirui li/iniiiv Mml/tt/i/. 

Dans Ic cas particulior oil los plans dos inuinonls do doiix foroos 
coincident, c’est-ii-dirc lorsqu’un soul j)lau rouli'ruu* a la fuis !<> ooniro 
des moments ct Ics deux forces, lours inornonis linoairos si> ooiufilont 
evidemment sur un seul axe porpeudioulairo au plan duut il s'agil. Do 
plus, ils se comptentsur cot axe dans lo luomo sons ou dans ilos si'us 
opposes, suivant quo les forces donneos liMidont a fairo Imirnor lo plan 
qui les renferme dans le ra^rne sens ou on sons oonirairos. Si loiM(‘s 
les forces P, P', P", ... appliqueos au point matoriid .\ s<' (rouvaioiit 
comprises avec le centre des inonionts dans un plan unique, tons los 
moments lineaires se coniptant alors sur lo inoiuo axo, lo luouioiif 
lineaire dc Ja resultanto serait egal ii la soiuiuo dos uio’uiouls linoairos 
des composantos, pris avec lo signe -h ou avoo lo sigiio ■ , suivant, quo 
les forces correspondantes tendraient ii faiiv louruor lo plan do (ous 

les moments dans lo niCune sens quo la rdsultanti' ou dans lo sous 
inverse. 

Re\enons au cas oii les moments linoairos dos foroos P, P', p", 
ont des directions quelconqucs. Dans cc cas, au lieu do im’nsiruiro 
geometnquement le moment lineaire dc la resuKauio, on pourrail 
determiner analytiquement son intensity el sa dirootion. Kii ollot, soil 
A cette resultante, et d6signons par 

JP’ P'> P% ..., /• 

les perpendiculaires abaiss6cs du centre des rnomonts sur l(‘s diroo- 
Hons des forces 

P. P', P'. ..., R. 

Les moments lineaires des mfimes forces seront repr6scutds par 

py, py, Rr; 
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(‘t, si I’on sii[)[)()s('i quo cos moments lineaircs forment respectivement, 
avec lo (lemi-axe (l(!s .r positives, les anj^lcs 

V, .... 1; 

avec lo <lcmi-axe dos y positives, Ics angles 

/J., fx' ii", m; 

avec le (lemi-axe des s positives, les angles 

V, v', v\ //, 

les peoduils 

l>/)e()s)., Pyeos).', I’V'eosX", ..., Re cos/, 

|»/Mmsp., l>yeos/ji', l>"yc«sp"> •••» R/’COSw, 

l*/H'.osy, V'/i'i-mv', V/Zcosy", ..., Re cos/* 

seront ee <|n’oii pent ap|)elei‘ les projeciions algchriques dcs moments 
liiuntiees dont il s’agit sut* les axes dcs !>o,y, s. Cela pose, puisque le 
moment lim’mire He est a I'i'gard des autros ce qu’est la ^sultante R 

I’ligard (jes lorces P, P', P" les relations trouvees ontre les projoc- 

ti()ns alg(d»i‘iqnes (1<!S forces 

P, P', V\ R 

suhsistci'ont lu'tcessairemcnt outre los projeciions alg^iriqucs des mo- 
nmnts linc'saires 

P/>, P'/. VY> 

Kn cous(iqiience, la projection algchrique sur chaque axe du moment 
limsairo r/isultant sera 6gale si la somme des projections algebriqims 
sur le m(^me axe des moments lineaircs des composarites. On auia 
done les trois dquations 

/ Re cos I = P/> cos^ -+- P'p' cosV -h P'/ cosX’ + . . . , 

(0 j Recos/n = P/>cosf*-HPycosf.yPVcosp'+.-, 

Recosn -P/Jcosv + py cosv' -H PVcosv^ -t-. . .. 
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Si a ces trois equations on rcunit la suivanto 

( 2 ) cos’ / -h COS® ni H- C.< )S* rt : . : I , 


on obtiendra en tout quatrc equations sultlsanlos pour (lolinuninor los 
valeurs des quatre inconnucs 

U/‘, /, m, n. 


c’est4-dire, la direction et rintensite du inonnml. linoain* rosullanl, 
toutes les fois que Ton connaitra en grandiuir <*l on diroclion l(‘s mo- 
ments lineaires des forces P, P' Les seconds menihres des equa- 

tions (i) etant, dans cette hypothfcse, des quantiles e<uuiu<‘s, si, pour 
abreger, on les designc par 

L, M, N, 

ces equations devicndront rospcotiveine'nt 

ll/-cos/ = L, R/-co.s/«.=; M, Heeos// -.;, N. 

Or on tire do ces dernieres, on ayant dgard a ia Idrinule (2 
(4) (Rr)®=L®.t-M®4-N’. 

Done, par suite, 


( 5 ) 




L mtensite R/ ou la grandeur du raoniont lineairo resultant eliint ainsi 

determinee, on obtiendra los angles /, « qu(> sa <lire.‘tion (brnu^ 

avec les demi-axes des coordonn6es positives, par le moyen ties equa- 
lions * 


( 6 ) 


cos/ = 


Rr’ 


cos ni ' 


M 

Ke 


COSrt 


R'e* 


seront positives ou negatives. 

i">““ ‘i» 

ite oil ir 

c. centra comede avec I’criginc dea conrdnnncca, on peni 
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oxpnmor les projections alg^briqucs du moment lineaire de chaque 
force en fonclion de I’intcnsite de cette force, des coordonnees de son 
point d’application et des angles que forme sa direction avec les demi- 
axes des coordonnees positives. On y parvient facilement a I’aide des 
considerations suivantes. 

Lc moment de la force P appliquee an point A, savoirPjo, represente, 
comme on I’a dit cklessus, le double do la surface du triangle OAB qui 
a pour base la force AU = P et pour sommet le point 0, centre des 
moments, c’est-ii-dire, dans le cas present, I’origine des coordonn6es. 
La surface do ce triangle eat done 

En la multipliant par cos>., e’est-a-dire, par le cosinus de Tangle que 
forme la direction du moment lineaire avec le demi-axe des x posi- 
tives, on obtient la rnoitie de la projection algebrique de ce moment 
lindaire. Or, le moment lineaire se comptant sur Tun des deux demi- 
axes pcrpcndiculaires au plan du moment Pjo, et Taxe des x 6tant per- 
pendiculairo au plan desy, s, Tangle X sera dvidemment Tun de ceux 
que le plan du moment fait avec le plan desy, s, et qui, dtant supple- 
ments Tun de Tautre, ont, au signe prfes, le mdme cosinus. D’ailleurs, 
si Ton multiplie une surface plane par le cosinus de Tangle aigu com- 
pris entre lc plan qui la renferme et un autre plan pris a volonte, on 
aura pour produit la projection de la surface sur le dernier plan. Done 
le produit 

I P/? cosX 

sera dgal, au signe prbs, it la projection du triangle OAB sur le plan 
desy, s. Done, par suite, la projection algdbrique du moment lineaire, 
savoir 

cosX, 

sera dgale, au signe prfes, au double de la surface du triangle pro- 
jetd ou, en d’autres termes, au moment de la force P projetde elle- 
mdmo sur le plan des y, s. Ajoutons que le produit P/>cosX sera positif 
ou ndgatit, suivant que Tangle "k formd par la direction du moment 

GBuvrei da C. — S. 11, t. VI. ^ ^ 
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lineaire avec le deini-axo des x positivos sera ou olitiis, cNisi- 
a-dire, en d’autres termes, suivant quo la I* loiulra a fain* louriuu* 
le plan de son moment de droito h f'aucho on do {fanolx* a di-oilo auloiii* 
de la perpendiculaire au plan prolongcu; (hi luauion' a fonaor avoc la 
direction des a; positives un angle aigu, e(, par o(>uso<ni(>n(, niitoiir du 
demi-axe des a; positives. Or, comma un plan mono par oo deini-axo et 
par le point A laisserait d’un memo cote la force P ot .sa projcntlion sur 
le plan des 7, s, il est clair que celle projection lun<lra ollo-nn'iue a 
faire tourner le plan des y, s autour du demi-axe des .r positives, de 
droite k gauche dans le premier cas, et de gauche a <lroite dans le 
second. On peutdonc conclure quo Ic produit P/>eo.s)^, c’esl-a-dins la 
projection alg^brique du moment lineaire de la force P sur rax<j des 


x positives, sera egal au moment de la force projitlee sur le plan des 
y, s, ce dernier moment etantpris tantdt avec le signe -h, tantol avec 
le signe , suivant que la force projetee tendra li faire tounun* le plan 
desj, sde droite k gauche ou do gauche a droite autour denii-ax<^ 
des a? positives. 

On prouvera de m^me que la projection algehri(|ue du moment 
lineaire de la force P sur I’axe des 7 ou des 5 «*.sL ('>gale au moment de 
la force P projet 4 e sur celui des plans coordonnes auquel cet axe est 
perpendiculaire, le dernier moment 6tant pris avec le signe h ou avec. 
le signe -, suivant que la force projetee tend h faire tourner le i>lan 
dont il s’agit de droite k gauche ou de gauche k droite autour du dcuni- 
axe des 7 ou des z positives. 


Considerons maintenaiit Pangle solidc trihdre qui a pour ar6t<‘s los 
trois demi-axes des coordonn^es positives, et conccvoiis qu’utj rayou 
mobde d’une longueur ind^finie, men6 par Torigine, fasse le Umr de 
cet angle sohde, en s’appliquant succcssivemcnt sur le.s troi.s face.s. 

uvement sur chaque face sera un mouvoinont do rotation, do 
droite a gauche ou de gauche k droite, autour de Pareto per|>eu<licu- 

de rofa^* ^ >«<>uvements 

trois nlftlT e’esU-dire, en d’autros tonnes, sur les 

coor onnes, seront de m^me espfece. Par exemple, si la dis- 
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position des dcmi-axes des coordonnees positives OX, OY, OZ est celle 
qui se trouve la plus usitec, les trois mouvements de rotation auront 
lieu de droitc a gaucho autour de cos trois demi-axes, lorsque le rayon 
mobile, cn laisant le tour de Tangle solide, passera successivement de 
la position OX a la position OY, et de celTe-ci a la position OZ, pour 
revenir ensuito la position OX. Si le demi-axe des z positives se trou- 
vait transporte do Tautre cote du plan des (c,y, alors les mouvements 
do rotation de droitc k gauche auraient lieu dans le cas oh le rayon 
mobile prendrait successivement les trois positions 

OX, OZ, OY, 

pour revenir ensuite dircctemeiit de la position OY a la position OX. 

Afin do bicn distinguer les deux espfeces de mouvements que peut 
prendre un rayon mobile assujetti h passer par Torigine et h parcourir 
Tune aprbs Tautre les trois faces de Tangle solide OXYZ, nous dirons 
que CO rayon mobile a, dans chacun des plans coordonnes, un mou- 
vement direct de rotation, s’il passe successivement de la position OX a 
la position OY, et de ccllc-ci a la position OZ; nous dirons, dans le cas 
contraire, quo 1<) mftmo rayon vecteur a un mouvement de rotation 
retrograde. Cola pose, si Ton adopts la disposition la plus ordinaire 
pour les demi-axes des coordonnees positives, les mouvements directs 
de rotation autour de ces demi-axes auront lieu de droite a gauche, et 
les mouvements retrogrades, de gauche a droite. 

Jo revicus aux projections alghbriques du moment lin6aire de la' 
force P, et jc vais d’abord cbercher une nouvelle expression de la pro- 
jection algebrique de ce moment sur Taxe des x, en admettant, pour 
fixer les idhes, la disposition la plus commune des demi-axes des coor- 
donnees positives. La force P pouvant fitre remplache par ses trois 
composantes rectangulaires, la projection algebrique de son moment 
linhaire sur Taxe des x sera 6gale h la somme des projections alg4- 
briques sur le m4me axe des moments lin4aires de ces trois compo- 
santes, ou, en d’autres termes, k la somme des moments des mfimes 
composantes projetees sur le plan des y, z, ces derniers moments 
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etant pris avec le signc 4- on avcu^ 1(! sigiio ■■ , siiivaiil ([iit* Ics 
ppojetees tendront ^ imprimci* au pluii das i*. 3 un niouvcinciO di* poia- 
tion direct ou retrograde. Or, si Ton iiomiue a, [1, y le.s angles (ornies 
par la force P avec les axes dcs ,v, v, s, pnilonges dans h* s(‘ns des 
coordonnees positives, les trois coinposanles reetangnlaires de I* seronl 
representees par les valours mnneri(|ues des Irois prodnits 

Pcosa, PcesjS, Pensy. 

Si d’ailleurs on projelto ces coinposanles snr le plan desj', s, la pr(>- 
mifere se trouvera reduite a zero, tandisipie l<‘s deux autn's eouservii- 
rontleurs intensites respcctivos. Kniin il est (dainpie les projeelions 
des deux dernieres coinposanles ugiront suivanl des drnites luemn^s 
parallfelement aux axes dcs jets par la projeelion dn point d’applica- 
tion de la force P. Soient 

les coordonnees de ce memo point dans I’espaee. I,u projeelion de la 
composante paralMc k I’axc doss aura un inornenf. egal an produit de 
son intensity par la pcrpondiculairo ahaissini de Torigine snr sa direc- 
tion, e’est-k-dire, par la valour nunieriipie de v. (le moment .sera done 
represents par la valeur nuinorique du produit Peosy x.v. On prou- 
vera de meme quo la projection de la eoinposanlir paraiiele a I’axe 
des j a un moment repr6sentc par la valeur nnnieri(|ue du [iroduit 
Pcospxa. Ajoutonsque, dcs deux projections dont il s’agit, ia pre- 
miere tendra k produiro un mouvomeut do rulation direct, si P <’osy 
et j sont de m^me signe, e’est-k-dire si le produit Pjeosy est positif; 
la seconde, si PcosP et s sont do signos dillerenis. e*e.strk-dire, en 
d autres termes, si le produit Pa cos p est n6galif, Les inouveinents <le 
rotation deviendraient retrogrades dans los sui>positlons eonlrnires. 
Par suite, pour obtenir les projections alg6briqucs sur Paxc des des 
moments lin^aires que fourpissent los deux coin[w>8anf.es do la force P 
paralleles aux axes des z et des j, il faudra prondro le produit 

Pj cosy 
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avoc Ic sijitno +■, ct Ic produit 

P-cosp 

av('o lo siguo — . La sommo des deux resullats, savoir, 

P( 7 C 0 Sy — scosP), 

(levant (stcc^ c(|aival(intc a la projection algebrique sur I’axe des dii 
moment liiKiaiiT. do. la force P, on aura necessairement 

Vp cos^ = P (j cosy — s cos ( 3 ), 

On trouvoraitdo mc'^mc, cn projctantles moments Un 6 aires dela force P 
ot d() SOS ('.omposantes sur Ics axes des y et des z, 

Pp cmp— P(5cos« — djcosy), 

P/;cosv = P(a!Cos (3 — j-cosa). 

II est an rcstc oisscnticl d’observer que les trois equations 

I P/> cos?i P(j cosy — s cos ( 3 ), 

(7) ( P/>cosf 4 = P (5 cosa — a!C0sy), 

( IVcosv =.P(oipcosP— j cosa) 

onl lieu souhmient dans le cas oil Ton adopte pour les demi-axes des 
coordonuces positives la disposition la plus ordinaire, c’est4-dire, 
lorsquc les mouvemcnts dc rotation do droite b gauche autour de ces 
(lemi*axcs sont on memo temps des mouvements directs et tendent a 
fairo passer un rayon mobile 

(Ians lo i)lan dos 7, 3, do la dirociion dos 7 positives i la direction des 3 positives; 
dans lo plan dos s, do la direction des s positives la direction des x positives; 
dans lo plan dos x, y, do la direction des x positives i la direction des / positives. 

Si les mouvemcnts de rotation de droite a gauche autour des m4mes 
domi-axes dovenaient retrogrades, alors il faudrait remplacer les foi’- 
mulos ( 7 ) par les suivantes : 

P^cosX =:P(a cosp~/ cosy), 

P/>cosfJt = P(a>cosy —z cos«), 

Ppcosv =P(7C0Sa — ojcosP). 



( 8 ) 
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Lorsque, dans cliacune des equations (7), on supjn-imo lo ractour I' 
commun aux deux membres, elles se reduisont a 

I P COS?; = r cosy — z cos, 3, 
p cos = 5 cos a — X cos y, 
pcosv = .rcos|3 ■— COS5C. 

On pent de la meme mariiero reduiro les equations (8) a 

I p cosl z=zz cosp — r cosy, 

/? cos (I = o) cosy — cos a, 
p cos V = y C( >s a — x cos fj , 

Enfin on peut comprendre les equations (9) et (lo) <Ians la soulo for- 
mule 

(ii) vcosy — JCOSfS _ j cos « — .r c osy ./‘(‘.osg ■ ■ ..fcosa ^ 

cosX ~ cos/x -- -■ 

la lettre^^ devant etre aifectee' du 8i|^ne “H ou du sip^tu' • suivant (jiio 
les mouvements de rotation do droite si {jauclio aulour dos (loini-ax(*s 
des coordonnees positives sent des mouvements diroc-ts on relrogrsidos. 
Ajoutons que, dans I’un et I’autro csis, les equations (9) on (lo), (•(tm- 
binees avec la suivante 

. COS*X + COS®fJtH-COS*V=ri, 

donneront 

(i3) I ~ cosp)®+ [s cosa ™ a: cosy)«+ (.r eosja - oo.s«)* 

( =^*+/H-s‘-(®cos«4-/cos|3 + j!COsy)*. 

On trouvera done, pour I’expression de la perpendieulaire p abaissei- 
du centre des moments sur la direction de la force P, 

(I4) j ^ ^ COSp)*H- cosa - cosy)*-)- (« COS^ ™ J cos«)*.|* 

( , =[«•+/* + «*— (a: cosa + 7C0Sp -Ha cosy )®J^. 

Aprts .Toir ,iMi d«erain4 la valeur de p, on obtieodra celles de« 
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aiif^h's 1, [i, V, par W. moyau dcs rornml(,s 


(!■)) 


(M.S^ .r.:± ‘'"lyr - COSP 

P " 

: COS a 


f (:.()S |j. ■ ;J.: ~ 

I <‘.osv 


‘^'Cosy 

}r » 


socmds alTMlos simultanemenl du signe 

,|,u, r..n Iilaaora davanl la l«lta! /> dans U („). les yaleurs 

lu'tendnnlns dc, cnsl, iM|s, Msvsalisldnt nvidcmment aux deuxdqna- 


I'f 

lions (!(' condition 


(.(>) (•os«cos^-i-cos( 3 oos/x-i-coS 7 cosv = o, ,ccosX+ /cosijl-j--cosv = o- 

Or, (‘oiniuc Ics <l(niii-axcs dcs cooidonnoes positives forment les angl^^ 
oc, (i, V avcc la diivclion do la force P. et log angles (x, v avec la direc- 
tion <lu inoinont linoaire P/j, la soimuc 


(•,(is« cosX -I - cos |3 cos (i 4 - cosy cos v 

r(?[)roseuto iKU'ossaireineut lo oosinus de I’ungle compris entre les deu^ 
dir(U‘.tions. Doin* la preiuiore dcs deux ecjuations (iG) exprime que ce 
cosiniis est nul, on, ce (jui rcvient au ineme, que les deux directions 
s(' (’,ou|>(5nt a angles droits. De ineine, puisquc lo rayon vecteurniene 
de Torigine au point d application de la foi*cc P a pour projections 
algebriijues sur le.s axes les coordonuces a?, y, s, et forme par conse- 
(|uent, avec les deiiii-axes dcs coordonn6es positives, des angles q'^’ 
outpour cosinus respectifs 


I’anglo compris entre la direction de ce rayon vecteur et celle du OJO- 
inent lin6aire aura evidemmcnt pour cosinus 


■K COS> -4- J^cos n 4- a cnsM 
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Done la seconde des equations (i6), qu’on ohtioni on ('•j'alanl (^osi- 
nus a zero, exprime quo la direction du momoiil lineairt' <‘s(, |>('r|)ondi- 
culaire a celle du rayon vectcur. Ainsi, on parlanl (I(‘ colic! scmiIc! 
remarque, que le moment lin6airc scj oompic! siir nnc! clroilc' pc'rjic'ii- 
diculaire, non seulement la force! P, niais onooro au rayon vc.’o.lonr, 
on aurait pu ^tablir immediatonioiil levs (!([ualions (i(>), (ios({U(dl(>s on 
deduit la formule 

. , y cosy — geos P gcos« — .r easy ./• e,oS|'i fcosjt 

cosX “ cos/I " cccsv 

par I’elimination successive des trois ctoordoiuu'os .c, v, 3 . Ajcnitoiis 
que I’equation (i4) pout elle-meme se domonlror diroclc'nu'nf . Kn (>nol, 
le rayon vecteur mcne de Poriginc au point d’applioalion do la force! P 
est represente par 

g-, 

et Tangle que forme la direction dece rayon vce'lenir aven* cedic dc! la 
force P, ayant pour cosinus 

If! COS a -h y cos 3 -H g ce )S y 

g--: 

aura necessairement pour sinus 

r _ (x cosae 4-.y ce)s3 + s co sv^«~| » 

_ [ft!* + y^ +s-—( X c os ot Hh y ceosjS -i- g eeosy j* 

-|- g" 

Or, en raultipliant ce sinus parle rayon vocteiir, on ohtieiudra evidesin- 

ment pour produit la valeur de la perpcndiculairc p, tollc! quo la donne! 
I’equation (i4). 

Desformules(i4) et(i 7 ) r6unies ond6duitfacil(!raentla formule (i i). - 

Pour y parvenir, il suffit de s’appuyer sur un thiorhme d’Algbhre on 
vertu duquel T6quation 

ffl _ ^ _ a" _ 

b- b'-V~-" 
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cnlrainy loiijours la suivante : 


a a' _ a” 

h “ V 77 




{Voir V Analyse, algehrique, Note If, theoreme XIV.) Ce theorenae, ap- 
plique a la Ibi'mule (17), rcproduit [en vertu de I’equation (i4)] lu 
Ibnuule (i i )5 ****'*^ donne pas Ic moyen de decider quel signe 011 
doit attrihuer, dans la Ibrmule (i i), a la quantite p. 

(loncevons niainteuaul que plusieurs forces 

1‘. l>', P', ... 

se trouvent simuKaneuieut appliquecs aii. point A qui a pour coordoii- 
iiees ir,y, s. r)(\sigaons par U lour resultantc, et par 


l('s angles ((ue les directions des forces 

P, P', P*, ll 

Ibrmeat avec les demi-axcs des coordonnees positives. Les equations (i) 
deviendront 

/ R(.rc.os<; — 3 cnsl/) :.:P(/co.sy —3 cos(3) -l-P'(/cos/ — 3 cosj3') -i-.., 
( 18 ) ■ R (3 (JO.Sf/: — .»'C 0 S<')'.: 3 : 1*(3 cosa — .ucosy) -t-P'ts cosa' — JJCOSy') -H..., 
( R(.3 cos7' ~y co.s«):= P(.r cosjS— / cosa) ■+• P'('*cosP'— -jeosa') +.... 

Or, si run fait varier lo point d’application de toutes les forces, en 
transportant toutes cos forces paralllslement h elles-memes, les seules 
coordonnees ,r, y, z varieront dans les equations (18). Ces Equations 
(loivent done subsister lorsqu’on y considbre les coordonnees x-, y, s 
comine indeterminees; et, par consequent, les coefficients de x, y, s 
doivent avoir les memos valeurs dans les deux membres de chaque 
equation. En egalant deux k deux cos coefficients, on retrouve les for- 
imiles (8) do la page 58 . Ainsi, les trois equations relatives aux mo- 
ments. des forces cntraincnl cellos qui se rapportent aux projections. 

C!^!«cre^ C. — 8. n, t. VI. 
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Reciproquement, les formulcs (8) (p. /)8) ('‘(iiiil. (lotinrc's, il «'s( <*laii‘ 
qu’on eii deduira immcdiatenicnt los e([iiali<)ns ( 1 8 1 . 

Dans ce qui prdckle, nous avons suppose'* ([in* It* ()oiiil <), (‘(‘iiln* dees 
moments, coincidait avee roriffine dos coord otiiuVs. Iinaf,dn(ins ii pre- 
sent que Ton transporte ce mdtnc ccnlrc (ui uii point O' doiil Ics <*oor- 
donnees soient respcctiverncnt 


•^■ 0 > *^ 0 ? 


et cherchons a exprimer les projections alj,'el»ri(|iics du iiioincnt lineaire 
de la force P par le moyen dos quantiles 


P; a, |3, y; -r, .r, 5 ; 




Pour y parvenir, on observera que, si I’oii transportait a la Ibis le 
centre des moments et I’originc au point O', li‘s (O)ordonue<*s dn 
point A par rapport ii cette nouvcllo origiin* etant alors expriinees 
par les ditferenccs 

a? — jTq, y — 


les projections algdbriques du moment lineain* de la Ibree par rap- 
port h la mSme origine scraient dgales (au signe pres) aux trois pro- 
duits 


I p [(7 - ) cos y - ( 3 - 5„ ) e,()s [i |. 

^*9) j P[(2 — - 0 ) cosa — (x — .r„) cosy |, 

( P [(a? - .T«) cos j3 - (,K cos X |. 


Ces trois derniers produits, pris avee le signe - 4 - dans le eas oii les 
mouyements de rotation directs ont lieu de droilc ii gauche aufour des 
demi-axes des coordonn 6 es positives, et avee le signe -- dans le eas 
contraire, representent done les projections algebriques du ijioineni 
lin 6 aire de la force P par rapport au point O'. 

Lorsgu’on donne k la fois les projections alg 6 ln*i(iues d’nno force .'t 

s projections algebriques de son moment lindaire, on pout aiseinent 
en conclure l’intensit6 de la force, la drolto suivant laquelle elle agit, 
et le sens dans lequel elle est dirig6e. En effet, soient P la force on 
I s on, jj son moment lineaire, eta, p, y; ft, v les angles .que la 
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force (^t son moment lincairc forment avec les demi-axes des coordon- 
nees positives. Si Ton suppose connucs les six quantites 

(ao) l*cosa, l‘cos|3, Pcosy; P/JcosX, P/>cosfJi, P/)cosv, 

on eu (leditira iinnietliatemcnt Ics valeurs des suivantes 

(ai) 1*. «. P, y; l*p, p, V, 

e’est-a-dire, les intensitos do la force et du moment lineaire, avec les 
angles qui determinent lours directions rcspeclives. On pourra done 
coustruiro : i" le moment lineaire on grandeur et eu direction; 2 ° une 
force, non seulemont egale et parallele ii la force P, mais encore dirigee 
dans le mc\me sens. Concevons cette force parallfele appliquee an centre 
des moments. Le plan rnene par ce centre, perpendiculairement a la 
direction du iiiomcnt lineaire, devra renfermer la force P et la force 
parallele; et, par consequent, cette derniere devra couper aangle droit 
la direction du moment lineairo, co qui aura lieu, si I’equation de con- 
dition 

(:4;>.) cosacosX-t- cosPcosj:jH-cosyc6sv = o 

est satisfaite. Odte condition etant suppos^c rcmplie, on diviscra I’in- 
tensite P/^ du moment lindaire par I’intensitd de la force P pour oLtenir 
la porpeinliculaire p abaissec sur la direction de cette force du centre 
des moments; puis on tracera, dans le plan dont nous venons de 
parlor, d( 5 ux droites parallbles ii la force dejii construite etsituees, de 
part et (I’autro du centre des moments, a la distance p. La force eher- 
(diee P devra ndccssaircracnt agir suivant une de ces parallfeles, dans le 
mOiinc s(!ns quo la force dejh construite, et de mani'ere a faire tourner 
le plan do droite ii gauche autour du centre des moments. L’obligation 
oil Ton est do satisfaire h cette dernifere condition determinera celle 
des deux parallMcs que I’on doit pr6ferer. Quant au point d’application 
(Ic la force P sur cette parallble, il restera compifeteraent ind6termin4, 
CO qu’il ctait facile de pr^voir; car, si I’on porte sur la xnSme droite, 
mais k parlir de deux points diff^rents, deux forces 6gales et dirigees 
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dans le meme sens, leurs projections algel)i‘i([uos soronl ovidoniiiiont 
egales, etil en sera de meme de lours nionionls, ainsi (nio dos pritpM^- 
tions alg^briques de leurs moments linoairos. 

II est bon d’qbserver quo Tcquation ( 22 ), muKipIim* par l»7>. pout 
litre presentee sous la forme 


(aS) P cosa.PjD cosX + P cos|3.P/j cosp. 1 - [‘ cosy. Pp cosv - .. 

De plus, en attribuant des valours finics qiielcoiupies aux six (|uaiili(os 

Pcosa, Pcos|3, Prosy; 

PcosX, Pco.sp, l*rosv, 

on en deduit evidemment des valeurs finios pour los suivanlcs 

P, «, (3, y; 

Dp, P, v; 

et meme pour la quantity 

a moins toutefois que la force P no s’6vanouisso, auquel cas sc.s pro- 
jections algebriques sent toutes niillcs simultanoinenl. Dour, lors- 
qu’on fait abstraction de ce cas particulior, la soulo condition iircrs- 
saire pour que six quantit^s, prises au hasard, puiasimt olrr. cimisci's 
representer : iMes projections alg6briquos d’uno force; 2 " les proier- 
tions algebriques de son moment lin6aire, so roduit b cello quo Iburnil 
equation (aS), e’est-a-dire a revanouissemont do la sommo qu’on 
obtient en multipliant deux a deux les projections algebriques corre.s- 
pondantes, puis ajoutant les produits ainsi formds. 

En vertu de, principn, „„„» ,enon« d’dtablir, i] c,,i daia 

nommeT”” “» ■ >° I<'k 

X, Y, Z 

.I'lr =•" I- 


4 M, N 
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m 

dos projoctions al^fcbriquos dc leiirs moments lineaires sup les memes 
axes, on poiiri'a delerininop rintensit4 de la resultante, la droite sui- 
vanl. laquollc clle aj;it et le sens dans leqiiel clle est dirigoe. Comme 
les six qnanlites 

X, Y, Z, 

L, M, N 

represonlopont |)i*ecis('!ment les projections algebriques de cette r6sul- 
lante et do son moincnt lindairc, on devra obtenir une somme nulle eri 
les inultipliant deux a deux et ajoutant les produits. On aura done 

(.,/i) EX + MY-l-NZ-o. 

l)(i plus, la rosultauto no pourra s’evanouir que dans le cas particulier 
oil les trois ([uanlites 

X, Y, Z 

seraiont nullos sinmltanoment. Soient toujours R cette resultante, Rr 
son mommit lindaire, et a, h, e; /, m, n les angles formds par sa 
(lirnetion et par (;ello du inonient lincairc avec les demi-axes des coor- 
(lonndes positives. La valour do R, ddterminee par la formule (ii) de 
la page .')(), sera linie et diirerenle dc zero, a moins que les quantiles X, 
Y, Z ne s’evauouissent a la fois: Si I’on fait alistraction de ce cas parti- 
culier, les quantiles 

hf c, r 

auront toujours des valours finios, dcterminces par les formules ( 12 ) 
de la page 5(), ot par la suivanlo 

- ■■'U '^XH- Y‘-hZ*’ 

ot il on sera encore de meme des valeurs de /, m, n, fournies par les 
equations (6), ii moins toutefois quo r ne s’evanouisse, e’est-k-dire, a 
moins quo les trois quantitds 


L, M, N 
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ne deviennent nulles en memo temps. Mais, dans co dcniiet' cjis, h* 
moment lineaire 

nr 


se reduisant a zero, il n’y aurait plus lieu de elunrher les aiij,d<‘s /, 
/n, n que sa direction fait avoc les demi-axes des eoordnmiees p(tsi- 
tives. Dans la meme hypotheso, la f()rc{! R a{*irail suivaiit une droi((‘ 
menee par le centre des moments, dc luaniero a Ibrmer avee (-(‘s dmni- 
axes les angles a, h, c. Ajoutons que, dams le eas general, la direction 
du moment lineaire Rr devant 6tre perpendieulaint a e(dl(! de la resnl- 
tante R, les valeurs de a, h, c, /, m, n doivent verilier I’equalioii de 
condition 


(26) cosacos/ -I- cosZicos/w +■ ease (Hts// : o. 

Or cette Equation, en vertu des formules (ra.i (|). h)) el des Coc- 
raules (d), se reduit a 

(o 7 '\ .L X 4- Ml -I- NX 


pt, par consequent, a I’equation (n'l). 

Les ■\aleurs deX, \, Z, L, M, N on, ce qui revimit au 
des quantites R, a, b, c, r, I, m, n, supposees e.onnues 


menu*, eelhjs 
, n(( sul'lisenl 


pas pour determiner le point d’applicaliou de la force R. SoienI r„ C 
les coordonnees de ce m6me point. Si run adople, pour.les dmni-axes 
des coordonnees positives, la disposition la plus ordinaire, on pourra 
donner aux equations (3) la forme suivante ; 


R (n cose — Ceos A) — L, 

R(? cosa — ^ cosc)-=M, 

R(^ cosi — Ticosa) :=.N. 

, On en cnnelnra, en ajanl 6gard ana formules (<,) de la page 

/ Zy, -y?=l, 

XC-Z$ =M, 

(y$-X7, = N. ■ 



(29} 
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II somlilo, nil promicr nliord, que ccs trois devnieres equations fouv- 
nissent les inoycns do detorminev les trois inconnues r„ ^ en fonc- 
tion dos six ((unntites X, Y, Z, L, M, N. Mais il faut observer que, si 
Ton n joule li^s equations (29), aprfes avoir multiplie la premiere par X, 
la soconde par Y, la troisibrae par Z, on retrouvera la condition (24). 
Cette condition devant toujours etre rcmplie par les valeurs donnees 
des quantiles X, Y, Z, L, M, N, il on rcsulte que deux des equa- 
tions (29) entrainent la troisibmc. Done il n’existera en realite que 
deux equations entre les coordonnecs vi, K. Ces deux Equations etant 
du premier degre, les diirereiits systbmes do valeurs qu’elles fourniront 
pour les eoordonnees v), K correspondront a des points situes sur une 
meine droile. Cetti*. droite sera pr<jcis6ment celle suivant laquelle agit 
la resultantc 11 . Sa projection sur le plan des/, s sera representee par 
la premiere des equations (29), sur le plan des s, as par la seconds, et 
sur le plan des .r, / par la troisiemc. Si Ton fait passer une parallels a 
eelte memo droite par I’originc des coordonnecs, les trois Equations 
do la parallels seront rcspectivcment 

(30) i,Z~-?Y = o, ?X-^Z = o, |Y-yiX = o, 
lit pourront etre reniplacees par la forinulc 

fi,\ i.— 21— ^ 

(31) 

a laquelle on parviendrait directcraenten observant que cette parallele 
est precis6niont la droite suivant laquelle agirait une force qui, appli- 
quee a I’originc, aurait pour projections algebriqucs sur les axes les 
quantiles X, Y, Z. 

Si Tou platjait le centre des moments an point qui a pour coordon- 
nees iP#, /„, s#, les dquations (29) se trouveraient remplac^es par les 
suivantes : 

j (n- 7 ,)Z-(?-- 5 o)Y=L, 

( 3 a) (i:-iJo)X-(^-a>o)Z=M, 

( (? -^o)Y-(yi-/o)X = N. 
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En supposant le m^rac point sitin') sur la dinnition dc la ((H’cc I{, oh 
aurait a la fois 


(33) L--0, M-.„, N 

ce qui pcnnettraitile suksliluer aiix ('‘qiialioiis (lia) la ronnuli' 

( 34 ) 

de laquelle on live immediaieraent la sidvaulc 

(35) 


^ ‘^0 .)’ll ? ■" ~lt 


4 ‘'^1 5,1 _ 

COS« cos A COSf! ’ 


eette devnieve presentc, sous la lonno la plus simple, l(>s (•qualions 
d’lmo -droite qui passe par Ic point doiil los (•.oovdoiuiAi's soul 
yo, -0. ot qui, pvolongce dans un eevtaiii sens, Ibnne, aver les demi- 
axes des coordonnees positives, les anodes a, h, r. 

Dans d’autres articles, nous appliqnevons la llieovie d(‘s moments 
lineaires k dilTereritos questions do Statiijiio on de Dynamiijiie. 
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OUE PEUT AVOin, 

SUR U VALHim 1)’UNE INTE6RALE DOUBLE. 

i;01U)RJi DANS LEQUEL ON EFFECTUE LES INTEGRATIONS. 


Dans luon premier Memoire sur les integrales definics, presente a 
rinstitut le 22 aoiU i8i/|, j’ai rcinarquequ’uneintegrale double devient 
quelquofois iruletorminee, ct qu’alors elle prend deux valeurs.diffe- 
rentes suivant I’ordre qu’on 6tablit'entrc les deux integrations. Or la 
difiercnce de cos deux valours peut etre calculec directement, lorsqu’il 
s’agit de cas pnrticuliers. Mais on peut aussi la determiner en general 
et a priori a I’aide dcs integrales singulieres dont j’ai developpe la 
thdorie, dans lo Memoire do i 8 i 4 , dans le Bulletin de la Socidti pUloma- 
thique de 1822 et dans le resume des Legons sur le Cakul injinitdsimal. 
Je vais revenir un instant sur cette determination, ct je m’attacherai 
de pr6f6rcncc ii quelqucs integrales doubles dont la consideration 
fournit les moyens d’6valucr un grand nombre d’integrales definies. 

Soient (p(,a?, j), x{oo,y) deux fonctions propres k verifier l’6quation 

i\ d9(.g,,r) _ dx(a^,.r) 

' ' ' ()y <)x 

Designons d’ailleurs par F(a7,/) I’un quelconque des deux membres 
de I’dquation (x), par X deux valeurs r6elles de la variable x, et 
par^o, Y deux valeurs r6elles de la variable Si la fonctioh F(a?,j') 
reste tinie et continue pour toutes les valeurs des variables x et / ren- 

OBwrw^C.-S.n.t.VI. 
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lU 

femees entrc les liraites d? = .r -- X,,r - .v„, y Y, (ui aum 

0) r' /" f \<\,i\y),h-,/.r, 

**’0 ** J'o ,Fri * **‘0 

ou, ce qui revient au memc, 

(3) f [<p(.r,Y) — cj>(.r,y„yifli-7z-/ ly,(\,y) - - ■/^r„,y ijt/y. 

•*‘o * yn 

Si, au conti-aire, la fonclion F(-r,.r) tluvioul iiiiinic ou iiuloJci-miiKM* 
pour un ou plusicurs syslbnios do valours d(^ .»• ol. do.v ooiupris onlr(^ 
les limites X; y^^Y, Tequalion (.'!) oossora d’olro ('xao((‘, cl I’on 
aura 

(-i) f f P(x,r)cl.t;(iy:=: f f V{.,\y),fy,/.r A 

'A-, 'A-. 

OU, ce qui revient au memo, 

( 3 ) f [?U.Y)-(p(d;,.r„)]f/.^=: f ly,(\,,r)- A. 

A d4signant la somme do plusieurs iulogralc's siugulioros [nn'r la 
XXXIV' LeQon de Calcul infinilosiinal). Concovoiis, pour lixor l(^s 
idees, quo les systemcs do valours qui, oiitn^ Ics liuiiios oi-dossus 
mentionnees, rendent la function ¥{.v,x) iudo(unniuo(> ou iuliui,., s(‘ 
reduisent a un seul, savoir, x = l, y r,. Alors, 011 n'prosoiilanl par e 
une quantity infiniment petite, on Irouvora (?'«//* eiieoro la XXXI V" Lo- 
?on de Calcul infinitesimal) 


(6) 


A = lim J + s,y) - yX: __ 


II itnporto d’observer q„o k conditio,, (,) norn vdrilidc »i l'«„ 

prend 


<7) 




^ ddsignan, ^ 
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posons, cn particulicr, 


(«) 


Srr. ./•-I- v/-7, /(s)-- 


{z — a — b I )"' 


a, b (hisigiiant deux constantes rcelles, ot m un nombre entier qucl- 
(ionque. L(?s formuios ( 7 ) donneront 

<■'> ■■■I., 

ot la valour do A, dctormiiioo imniodiatement par I’int^gration, sera 
I’uno do ecllos quo nous alions iudiquer. 

Considoroiis d’abord lo eas oti lo nombre m se reduit k Tunit^. Dans 
CO oas on a evidommont E = a, vi = b. 


V/-I 


(10) 9(.r‘,.r) yj.c,.r) = ~ — 

X — a -I - ( r — /)) — I X — a (,t — h) \j— j 


ot Ton (ire do Toquation (5’ 


('0 


1 .x. 

rM'.. 

r 

- a + ~ b) y/— I 

I 

> 1 

So — a + {y—b) \/—i] 
-1 

-i. I.- 

- rt + (Y — b)\/—i 

s — a ■¥■ i/o— b) j 

cc qui reviont au memo, 


/■ 

(_V~ b)dY 

LY-b)dY 


(•a) 






(.» — «) r I 

■ / ( Y - />)* - 


<^x — d)dx 


a)*+0'o-6)’ 


h-F-- 


L 

H.Td 


(X — a)dy 


(X'- (/ - bf 


r'^ (a—Xo)dr 

X. (« — ^o)‘+ 0 ' — 


(^Y—b)dx 


■ «)»-h ( Y — b)* ■‘’X, — «)*-+- (^ — 7o)® 

Si maintenant on efFectue les integrations indiquees, on reconnaitra 


/ 


br 


{b--yi)dx 



116 


DE L’INFLUENCE QUE I’EUT AVOIII, 
que, dans la formule ( 12 ), la purlin rnnlln dir uncoiid ninmhrn s’nva- 
nouit, etl’on trouvera simplcnient 


i3) 



arc tang 


-h arc tang 


Y-b , 

X — » , x-« 


Y 

/; 

, h )' 

-l-arciaiig 


i * 

^ a ■ ' 

•^*0 

a .r 

n ... 


. tf ,r 

arc laiig y — 


1 anManji* 

h - - )• 


pourvu que Ton adopte Ics noUtlions donl nous nous somini's foiijours 
servis, etque Ton designe par arctanga? colui di^s arcs, c.onipris outre 
les limites — h- qui a pour tangento la variable. r. Kiilin, (‘oninio, 
en admettant ces notations, on aura, pour des vahnirs posiliv(*s do .r. 


. . . ' 

arc tangic + arc laag - " : - 

et, pour des valeurs negatives do /r, 

arctanga! 4- arc tang- -•=; - 

on conclura de I’equation (i3), en supposaiit a ronforind onlro l(*s 
limites X, et b entre les liraites,)'#, Y, 

(i4) A = 27r^ — 1 ; 

au contraire, on trouvera, comme on devait s’y attiMidri*. 

(*5)‘ A=:o, 

si la quantit6 a estsituee hors dcs limites .To, X, ou la quantitd b hors 
deslimitesy,, Y. Alors, en effet, les foncliona >^{x,y), x(.r, v), ddtor- 
min^es par les formules (lo), et par suite la fonction F(T,.r). oossont 
de prendre des valeurs infinies entro les limites £P = .r#, 

y y~^' Done alors la formule (5) doit se rdduiro a Toqua- 
tion (3). 

Si la quantite a etait 6quivalente k I’une des limites To, X, la quan- 
tile J restant comprise entre y, et Y, ou si la quantitd h dtait equiva- 
lente k 1 une des limites yg* Y, la quantitd a demeurant comprise entre 
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ir„ ct X, I’lmo dcs qiialrc premifercs integrales do la formule (12), et 
par suite la partie reclle dc A, deviendraient indeterminees. Mais, en 
rediiisant Ics integrales comprises dans les formules (i i) et (12) a leurs 
valours piincijuiles, on ferait encore disparaitre la partie r 4 elle de A, 
et Ton tircrait do la formule (12) 

(t 6 ) L = t:\J — r. 

(llonccvons, par exomple, quo Ton ait a = X, et que b soit renferme 
entre les lirnitos Y. L’int6gralo 


(>7) 



{y-h)cly _f'‘ fly 


aura une valour generalo indeterininee (voir les XXIV* ct XXV® Legons 
de Calcul inlinitesimal). Mais, si Ton r6duit cette integrals a sa valeur 

principalc, <5’(!st-a-dirc, ii on tircra de la formule (12) 



{Y-b)dx 

1 

^0 

r 



dx. /«)'J 


I / Y — Vo i ^ — ^0 4 . ^ — ^o\ ! 

( arclanp:— - -l- arc Ians- — ^ + arclang-Y — 77 + arctang^ — - \/-r, 

\ \ — .I’o w *^0 ^ ^ ^ yo/ 

ou, co qui rovient au memo, A = wy^x. 11 est bon d’observer que la 
valeur de A, fournie par I’equation (i8), deviondrait null e si la quan- 
tile h ccssait d’cHro ronfermtm entre les limites jo. Y. 

Si les quantites a ct i dtaient li la fois 6quivalentes, la premibre a 
Tune des limites .r«, X, la seconds kl’uno des limitesyo. Y, il ne suf- 
firait plus, pour faire disparaitre la partie reelle de A, de reduire eba- 
cune dcs int6grales comprises dans les formules (i i) et (12) a sa valeur 
principale. Concevoris, pour fixer les idees, que Ton ait en meme 
temps 

(19) <i = X, b — Y, 

Ct de plus a?o<X, /o<Y. Alors, dans le second membre de la for- 
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mule (12), les deux integralcs 


(30) 



(.r — //)/'//• 



t/y 
)* * 


r/,r 


V 


it 


deviendront infinies, etleui* dilTerenc.e indeleriuinef*. iMais, si, <lans les 
formules (i i) et (12), on remplace les limiles supeeioiin's des iiHegrah's 
relatives a a? et h 7, savoir, X ct Y par les (|uaiili(es a ■ ■ s, b ■■ ■ s, z dosi- 
gnant un nombre infmiraent petit, ou, en d’autn's si run sup- 

pose A determine par I’equation 



la formula (12) se trouvera reduilc k 






(a—.v^)f{r 


IJy. {a-x,r+{y-br 


J.. { 


(b <f.r 


Si maintenant, aprfes avoir effectuelcs intcgralions iii(li(]U(Vs dans la 
formula (22), on suppose e = o, on lrouv(U’a 

(aS) A= (arc tang ^ -1- arctang ^~2'\ ^:;.7 


et, par consequent, 

(a4) A=^i/77. 

2 ^ 


On arrivera generalement au m^me resultat, sf, la quaulite a etant 
equivalente a 1 une des valeurs iCj, X de la variable a?, et la quaiitite b 
k lune des valeurs jj, Y de la variable 7, on remplace, dans les for- 
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mulos (n) «l. (12), la liinitc .rj ou X dcs inlograles relatives ii x par 
a -±. £, ('(. lii limiU'. on Y dos integralos relatives a y par & ± a. 

Coneevons ;i present que, les fonctions (f{x,y), x{x,y) etant det'er- 
ininees par les ('.([nations (()), on laissc au nouibre enticr une valeur 
(HKileoiKpie. On tir('ra do la forinule (. 5 ) 

. /*'■ ^ „\E:Jj!y r \/^idy 

• V„ i ^ -■ >> -I- (.>■ — ) \/— —a+ {y — b) v/^]"* 

_</,e 

I .(• - ^ -I ( V • ■ b) v/'- r ,1"‘ ' X. \ x — « 4- (/o— *) ’ 



pnis on on (ionel.nra, (ni oiroctuant les in Migrations, 
(•iO) A“0. 


Toutoldis la vahnn* do A pourrait cesser d’etre nulle, si la quantite a 
(itait (i(|uivalen(o i» riino dos liniites .r#, X, la quantity b restant com- 
prise ontro .Vo et Y, ou si la qiiaiitito b ctait equivalente a Tune dcs 
limites.r,,, Y, la (inantit('w7 doinourant comprise entrea?o etX. Suppo- 
sons, par exeiuplo, (slant ronf(n‘m6 entre les limitesyo" 

Alors I’inUigrale. 


07 ) 



\y-l(ly 


/ I Y"-‘ dy 

Ijy-by" 


(l(ivicn(lra iniini(L si /u cst nn nonibre pair, et indeterrainee, si rn est 
un notnbro impair. Dans lo pinunicr cas, la valeur de A sera infinie. 
Dans lo second, olio sera iud(5tcrmin6c; mais, pour la rendre nulle, il 
suriira do niduiro los intdgralcs comprises dans la formule (2.3) a leurs 
valours principabis. Los mfirnes remarquos s’appliqucnt aux autres 
suppositions pnicuidcmrncnt indiqu6es. Dans chacunc deces supposi- 
tions, pour quo la valour de A, fournie par l’6quation (20), s (§vanouisse, 
il cst n^cessairo et il suffit i® que le nombre m soit un nombre impair, 
2” (jue I’on. rciduisc les intdgralcs renfermdes dans le second membre 
do I’dquation h’leurs valeurs prlncipales. 

Si les quantit(is aatb etaient k la fois dquivalentes, la premifere a 
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Tuiie des limites«a;o, X, la secoiide ii Tunc di'S liiiiilos _r„, Y, il lu* sul- 
firait plus, pour faire disparaitrc la partie rcollc (1<> A, do rodiiin* los 
integrales comprises dans la formula (a.’)) ii lours valours prin(*i|)nlos. 
Concevons, pour fixer les idees, quo Ton ail (ui inoino (oinps 

(19) az =\, 

et de plus a-„<X, j„< Y. Alors, daus le ao<u)nd nuuubro d(‘ la Ibr- 
inule (25), les deux integrales 


(28) 


r v^— irfv __/ I V" * /•" t/y 

L [X- « 4- Ck - h) v/=T]'" ' >/ • L O' ■ ' l>y 

C~ 

JxAoC- 


dx _ /”• d.f 

U-a + ■■■4 I'-"'- «)"' 

deviendront infinies, et leur diffei'ence, savoir 


(29) 


-L O' - f'r {.r ^ 0 "' ’ 


deviendra infinie, si le nombre entier w -• 1 , divisb par .'i, domio pour 
reste I, 2 ou3, et ind^erminee, si m — i cst un nuilliplo do l\. Ajou- 
tons que, si, dans le dernier cas, on cffoctiic les inlogralious relatives 
a a? et aj, non plus entre les limitcs x = x^, x - a; y ■■ }' --- 

mais entre les limites x = ajj, x = ci — y y (> — 5 ddsi- 

gnant un nombre infiniment petit, la forinulo (aS) sera rcinpla(! 6 o par 
la suivante 


t /-* 

•4o [(J — b ) \/^]"* Jy, I .r„ — n -I- ( >■ },) I"' 

r \ dx • 

de hquelle, ea posant aprts les intfgrations . = o, on tire™ cncow 

4=0, 

On arriverait geniralement an mime resnltat, si, la quantiU « .Haul 
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roduitc k Tune dcs valours a?,,, X de la variable x, la quantile b k Tune 
des valours Y do la variable y, et le nombre w — i a un multiple 
do 4, on rcniplaiiait, dans Ic second membre de la formule (aS), la 
limit.(! .r„ ou X dcs intoffralcs relatives k x par a ±: e, et la limite Vo ou 
Y des iiitof;ral(‘S relatives k y par b±i. 

lilu rosuinant tout co qui a cte dit ci-dessus relativementaux valeurs 
do A dotorininocs par les equations (ir) et (aS), on obtient immediate- 
inont les deux tluk>romcs quo nous allons enoncer : 

TiiKonfcMB I. — Soienl b deux qiianliles reelles; Xg, X deux limites 
re'elks de Ui variable x\ j*. Y deax li/mles reelles de la variable y; et A 
ane expression imaginaire dont la valeur soil Jixde par I'dquation 


i 

] ....r'r. 

r 

- n - 1 - (.r — A)t/— I 

I 

.ip„ — a -4- (r — b)\J— I J 

' 1 



.r — a + ( ro — i J 


On aura 


A = 0, 


si la (juantild a esl situee hors des li/niles Xq, X, ou la quantile b hors des 
limites y^, Y. On iroumn, au eontraire, 

A = a7rv/— I, 

si I’ on suppose d la fois la qiiantitd a I'enfermde enlre les Undies a?#, X et la 
qitanlild b enlre Us U/mlesy^, Y. De pUis, si, dans la dermere hypothese, 
rune des di/femnees 

•a — a, a — .r,; Y — ^ A — /o 

devient prdcisdment dgale d sdro, on aura simplement 

A = 7r/^i, 

pourvu que, dans le second membre de la formula (i >)» rdduise I inte- 
grale quidenendra inddterminde d sa valeur principak. Enfin, si deux des 
GEuvres d« C, — S. 11, t. VI. , 
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■differences 

X — a, ff — d’o; Y - />, 
s’ dvanouissent simultanernent, on aura 




I, 


pourvu que, dans le second rnemhre de. la fonnule (i i), on remplace la 
lirrute j?o ou X de I’intdgrale relative, a a- par rt ± e, la limite _>'o on Y de 
I’intdgrale relative ay par h±f., et h nomb/e e par zero ap/ds les integra- 
tions effectudes. 


THEORfiiiE II. — Soient toujours a, h dense quantiles ivelles; .\ demv 
liniUes rdeUesde la vtaiahlesc', ety^, Y dense litniles reellesde la rariable _v. 
Soient, en outre, m un nombre entier quelconqne, el A nne expression i/na- 
gtnaire dont la valeurse dddicise de 1’ equation 


( 25 ) 


I A z= f dy 

) ‘'jo ~ — b) y/ — I ]'“ 

' 4, [^-a + (Y-6)/=7]"‘ 



/- -r ftv 

a 4- (_)• ■ - ti)\ ■ I 
de 

a ( _f,i - //) - I 


On aura 

si aucune des diffdrences 


A=o, 


X a, a— - ; Y — b, b • • )•„ 

nedevient dgale d zdro. Si I’ one de ces difdmices s'dvanouit, A pmidra 

une valeur infinie ou indeterminee, suivemt que m sera un nombre pair ou 

un nombre impair; et, dans le dernier cos, on pourrafaire evanouir A, en 

rdduisant, dans le second rnembre de la formuh (aS), I’intdgrale qui 

devtendra inddterminde d sa vaUur pndcipale. Enjin, si dense des diffd- 
rences 

X — a, a — Y - b, b — y„ 

Anubaniment, A fnndm une mlmr irfmie ou inMur- 
t ^uwant quo h nornbre m — i sera ou no sera pas divisibk par et, 
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duns le dernier ms, on pourra encore faire dmnouir A en reniplagant la 
Uinile .r,, on X des inldf;mles relatives it ae par a±t, ki limite on Y des 
inldf'rales relatives it y par h ±:i, et k nomhre e par se'ro apres les intd- 
prations e/feelaees. 

Si Ton suppos*' qins des quati’e quantiles x^, y^, X, Y, les deux pre- 
mieres soi<ml nef!;a lives el les deux dernieres positives, alors, en posant 
a = (), h - ■ o, <lans les theoreines 1 et fl, on en tirera 


(• 0 ) 


tTV ' 





.r, * 


dv 


r'’ \J^dy 



/‘" 1 


(.e H-Yv/=Yr . 

>0 — 0 



SUR RIVERSES RELATIONS 

QUI EXISTENT 

ENTRE LES RRSIDUS DES FONCTIONS 

ET 

LES INTEGRALES DEFINIES. 


Soif /(ii‘) uiie fonction donnee de x. Si Ton poso 


(0 


/(■*) 


p ((/(s))) 

x—s 




la fonction cr(a7) (uoirlapage 34) consmcra, on general, uuo vahnir tinio 
pour toutes les valours finics, r4elles ou imaginaires de la variahlo .r. 
Par suite, si Ton intfegre, par rapport aux variables x ot,y, les deux 
membres de I’equation identiquo 

(2) d gr(a; + 7s/^) _ , — -(j ro(a;-4- >Y— j) 

V - 


entre les limites x = a;,, 


* — J =.y(» J = Y, on trouv(n*a 


(3) 


-X 

[iff ( a: -H Y \/^) — B ( a? + j, y/-^) J dr 


puis, en remettant pour a{x) sa valeur tir4e de I’equation (i), on aura 
I — /(aJo + j /ZT)]^,. 


( 4 ) 
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la viilcur do A otant 



Soil maintcnant z — « -+- i y'— i unc quelconque des valours do z pro- 
pros a v6rifior requation 


(«) 


fW) 


= o; 


ot supposons quo cettc oquation n’ait pas de racines egales, dont la 
valour coinmuno soil a +• En vcrtu du th^oremo I de la page 121 , 

la valour do la dideronce 



covrespondauto a z = a-+-b\/~i,$e roduira simplement k zero, si la 
quanlitd a ost situoo hors des limites ae^, X, ou la quantite b hors des 
liiiiites jq, Y; ot a awy/— r, si los quantiles a, b restent comprises, la 
prciuil'.rc enlro a?, et la secon'de entre et Y, sans verifier aucune 
dos conditions 


(8) a = .ro, a = X, 

( 9 ) b=:Y. 

Done, si rdquatiou (G) n’a point de racines ogales, ni de racines dans 
lesquellos la partie rdelle coincide avec Tune des limites a?o> X, ou le 
coefficient de \/— t avee Tune des limites yt,J, on pourra, dans le 
second membre de la formule ( 5 ), remplacer g6n6ralement I’expres- 
sion (7) par air y/-- - 1 , pourvu que Ton derive k droite et k gauche de la 
caract^ristique comme on I'a d6jk fait a la page 28, les quantiles 
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X,7o, Y, afin de resserrer le rcsidu in%i*al los limitc.s con 
venabics. On aura done alors 

(lo) ^ = ((/(;))), 

•»*0 .Vc» 

et, par suite, I’dquation (4) donnera 


'jT WX-t-jV— ()--/(,/•„ |.._r ^ ■ 77) I 

I X 

•**0 . 

= 27 rV^ 77 *^' ((_/■(.)))_ 

•'o J'o 

Conesvons maintenam q„e = = « + i/rT, Aunl 

galea de I'dquation (6), ,drifle |.»ne cle« conditio.,* («t „„ ,,,„ 

condtuona (9). Lea formulea (4) et ( 5 ) contin„e,-o„l do a, d, aisle,., »i 
dans chaoune d'ellea, on rddnil rint,igrul„ i„d6l,,.r,„i,„..,, 4 

lexprescon (7), cormpondante i, s = „ + i^r7. , 

quantite a eat sitodejors dea limites X, ou la qua., til, i i 1,,,’rs do.a 

--a‘+ 6 r^‘-e 1 .'*“"^''’““ wnlfaii'c. Done, lorsqii.. la raoii.o 
- - n + 4 v/_, conditions (8) on („), rexpenssi,,,, ,,, 

Xaf '"“S' ‘I™’ ■'»- I" 


(12) 




'^0 ro 


I-lZifk rmoitifr^^ semblable racine doit etre parcillernont 

gue Ton y r^duise I’int^ff de subsister, pourvu 

principale. ^ deviendra ind6termin6e k sa valeur 

Concevons encore que la valenr - ^ i. / — 

4<^« valeur z = a + b^^i, 4tant unc des 
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racincs iiicgales de Tequation (6), verifie tout a la. fois Tune des con- 
ditions (8) et Tune des conditions (9). Les integrales comprises dans 
les formules ( 4 ) ct ( 5 ) deviendront infinies. De plus, ces formules 
continucront de subsister, si Ton remplace la limite ou X de I’inte- 
grale relative h x par a ± e, la limite ou Y de I’integrale relative a 
y par h ± s, et le nombre e par zero aprfes les integrations effectuees. 
Ajoutons qu’cn vertu du theoreme deja rappele, la valeur de I’expres- 
sion (7), correspondante a z = a-\- bsj—i, se reduira simplement h 

^ y/— 1; c’est-k-dirc, au quart do la valeur qu’elle recevrait si les quan- 

lites a, h dcmeuraicat comprises, la premiere entre x^ etX, la seconde 
entrejo ot Y. Or nous avons remarque (page 29) quo, dans I’expres- 
sion (12), le rosidu particl rolatif a une racine do I’^quation (6) devait 
(Urc preeiscmont roduit au quart de sa valeur, lorsque, dans cette 
racine, la partic rocllo coincidait avec une des limites a?,, X, et le 
coofticient do avec une des limites y,, Y. Done, si r4quation(6) 
admet des racincs de cette cspcce, la formule (ii) continuera de sub- 
sister, pourvii que les limites des integrales relatives k a; et ay subis- 
sent les modifications ci-dessus indiqukes. II est d’ailleurs facile de 
s’assurcr quo, pour obtenir le r 4 sultat auquel ces modifications con- 
duisent, il suffil de rapproeber Tune de I’autre les deux limites de 
ebaque integration, on diminuant ou augmentapt cbacune de ces 
limites do la quantitc infiniment petite e, puis de faire, aprks les inte- 
grations cUccluces, 8 = o. 

La formule (t 1), ctablie comme on vient de le dire, suppose evidem- 
ment quo la fonction f{x -t- y\/^) conserve une valeur unique et 
(l6tormiueo, au moins pour toutes les valeurs r6elles des variables a?, 
y comprises entre les limites a? = a 7 o, .'» = X; y = yo »7 = Y* 
pose, en rosumant co qui preebde, on obtiendra imm6diatement le 
theorbme quo nous aliens cnoucer: 

TnfiORftME I. — Soient x,y deux variables rdeUes, et z = x->r y\j—i 
line variable unaginaire. Soient d’ailleurs x^, X deux Umiies reelles de la 
variable on; yo,Y deux limites fdelles de la variable y; et f{z) une fonc- 
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tion rieUe ou imaginaire de s, qui conserve une vakur unique el delermine'e 
pour tomes les vakurs de x et de y comprises e.ntre les limiles x = ,r,„ 
x = X‘, y = Yo> y = Y. Si I’ equation 


n'a pas de racines igahs, on aura, en gdnci'ul, 


(i<) 


[ —/(•*■" ■' V--') I dr 

— f [/(^ + Y s/^) —/{x -I- ,Vo V''-'”) 1 d.r 


'Xo 

= 2Uv/=T ((/U))). 

.TCO ro 


Ajoutons que si, dans la formuh (ii), Vane des deux integraks devienl 
inditerminee, il faudra la rdduire d sa valeur pt'incipalv ; et que, si elles 
deviennent tomes deux iii/inies, on devra rappweher I'une de t'auire ks 
limites de chaque intdgrale, en faisant crottre ou deeioUre res limites de hi 
quantitd injiniment petite e, et supposer, aprds Ir^s inU'grations effecludes, 
s = 0. 


Supposons maintenant quo I’cquation {(>) ait plusieurs i-acinos 
egales, dont la valour communo soit s == a -+- \/— T, et designons par 
m le nombre de cos racines. II est clair que Ic residu do 


(i3) 


/(-) 

? 

X — z 


relatif k la valeur a 4- bsj—i do la variable s, sera le memo que celui 
de la difference 


f{=) (5-a-/n/=TyV(s') 

{x-a-bsf=i)”\x-s) 

■ = /(£)_. , (^— a-^6^/=:T)/(^-) q-fryCnr-Vl.;) 

x — a—b\f^ [x— a — byf^'^' [x ~a — b\/—t)"‘ 
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ct par consequent egal a 


(1 4 ) - 


A. 


./• — a • 


b\j~\ (.r — a — b\f^\)' 


+ . 


si I’on rcprescnte par 



('S) A,, Aj, A„, 

les residiis dos Ibnclions 


(r6) /( = ), .... 

relatifs a la valour dont il s’agit. Par suite, dans le residu integral qui 
forme Ic second membre de I’equation ( 5 ), la partie relative a 


sera 

(• 7 ) 


pourvu quo Ton lasso g^neraleincnt 


I 

il 

r 

I 

) 

1 

(18)^ 

r 

1 1 

1 — i 

1 

+ 

I 

i t 


: -i . ! 



■b)^—xT\ 


Cpla pose, concevons d’abord que la quantite a ait une valour distincto 
de chacuno dcs limitos X, et la quantity b une valeur distincte de 
chacune des-limites y^, Y. Kn vertu du theorfeme II de la page 122, s^, 
s,n s’evanouiront. Quant a la valeur de s^, ou, ce qui revient au 
nieme, de I’expression (7), ello sera toujours d6termin§e parle th6o- 
remo 1 (p. 121). Done la formule (ii) continuera de subsister comme 
dans le cas ofci I’dquation (6) n’avait que des racines inegales. 

Admettons, en second lieu, que les quantiles a, b vbrifient Tune des 
Equations (8) ou (9). Alors, en vertu du theorfeme II (p. 122}, 

•Vo. . • . acquerront dcs valeurs infinies, et ^3, #*, St, ... des valeurs ind6- 
termin^es, que Ton pourra faire eivanouiren r^duisant cbacune des inde- 

OMupres de C, — S. H, t. VI. * *7 


Z — ,^15-l-^y — I 
Ai.9l -h H- , . . 4- AmSmt 
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(eminees a sa valeur principale. Done, pour quo le polynOme (17) sc 
veduise k son premier terme Ai.?,, il sera n6ccssairc : i" quo lo second, 
Iequatrifeme,lesixifeme, ... termesdisparaissent.c’cst-a-dircqaoroji ait 

(19) A,= o, A,= o, A,=o, ...; 

2° que Ton reduise les integrates indeterminees k lours valours prin- 
cipales. Sices deux espkees de conditions sontremplios, la forniulc (t i) 
continuera de subsister. 

Admettons enfin que les quantitesa, iverifient tout a la foisl’uno 
des equations (8) et Tune dos equations (9). Alors, on vortu du thoo- 
rkme II (p. 1 22), ^2, s^, ; s#, Sj, Sg;s,o, ... acquorront dos valours infi- 

nies, etfi.fs, Sg, ... des valours indetorminoos, <{uo Ton pourra fairo 
evanouir en remplagaut la limite 07# ou X des inU'jgralcs relalivc.s a .r 
par a±e, la limite /a ou Y des intcgralos relatives a j par /.>d= s, ot lo 
nombre s par zkro aprks les integrations effcctuoos. Done, pour quo l<s 
polyndme (17) se reduise k son premier terme, il sera necessairc : 
I" que Ton ait 

(20) As=o, Aj=:o, At^o; Ao = o, Ay=o, Aa=;<); Aiq~;(), ...; 

2" que les limites des diverses integrates soient ntodifiees cominc oti 
vient de le dire. Si ces deux espfeces de conditions sont remplies, la 
formule (ii) continuera de subsister. 

11 est essentiel d’observer que si, en supposant, dans la formule (18), 
le nombre n plus grand que I’unite, on substituc, aux limitos de I’inte- 
gmle relative k a; ou aj, les limites plus rapprochees qu’on obtient 
en augmentant ou diminuant X, y, ct Y de la quantite infmirnent 
petite e, la valeur de s„, correspondante aux valours principales des 
deux int^grales, et d 6 velopp 6 e suivant les puissances ascendantes do 
£ ne renfermera jamais de termes finis, mais seulcment des termes 
infiniment petits proportionnels k e, k £», k e®, . . ., et de plus, quand 

elle deviendra infinie, un terme proportionnel k Done, si Ton re- 
duit les integrates comprises dans lesformules (4)et(5)k leurs valeurs 



131 


EMUE LES IIJ^SIDUS J)ES EONGTIONS, ETC. 

princlpalcs, et los liinites de ccs intcgi’ales des limites plus rappro- 
(“hccs, rcspcctivcinont cquivalentes aux quantiles a?*, X, 7#, Y aug- 
mentees ou diminuees do e, la valeur de A, developp6e suivant les 
puissances ascendantcs de s, aura pour tcrrae fini la somme des pi*o- 
duits dc la forme A,.v,, e’est-a-dire Ic produit 

(;u) «7rv/=T^^'((/(5)).). 

•**o Jo 

Par suite, si I’on fait evanouir s, A ne pourra conserver une valeur finie 
qu’autant qu’il sc reduira au produit (21). On peut done enoncer la 
proposition suivante : 

TiniouftMK 11. — IjCS nu^tnes chases ilant posees que daits le iMorime 1. 
si la diffire.nce 

( V^"- ■ < r' I'/( X -H / ^~) -/(.r„ +.)• v/=^/J dy 

/ V ] *• .Vo 

\ _ _ 
f -■ / 1. /(•*• H- Y y/- 1 ) -/(a' ■+-7„ \/- 1)] d.v 
' •>. 

conserve line vahiu' Jinie et determinde, dans le cos oil Von lemplace les 
inlegrales qii’elle rxm/errne pat' Icui'S valours principales, les liinites de ces 
intdgrales par des limites plus rapprochees, respectivement eqmvalentes aiix 
quantile's ,r„, X,7o, Y augmentdes ou diminuees de e, et lenombre tpar 
se'ro, aprds les integrations effectudes, la vahur finie de la diffdrence (22) 
sera prdcisdmeiit 

(ai) airy/— I /,((/(-)))• 

Kn d’autres terrms, la forimde ( 1 1) fe troimra vdrifide. 

Ce nouveau theorfeme ne suppose pas, comme le premier, que I’e- 
quation (6) admette seulementdes racines inegales. 

Si, pour fixer les id 4 es, on suppose a;,<CX et 7o<C Y, alors, en 
d^signant par e un nombre infiniment petit, on aura, en vertu du 
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theorfeme IT, 


V — I /* [/( X + j V— 0 — /( •2’o -t- .r v /-- ' )J d r 

f L/(^ + Yy/ — i) — /(.« H-.ioV — • ) I 

*^^-o4-£ 

.Vo 


pourvu que le premier membre de la forraulc (aS) ait unc valeiu* linie, 
et que Ton reduise les integrales comprises dans C(j premier imunhre 
ii leurs valeurs principales. 

JI nous reste h montrer quelques applications ties formnles (ir) 
et (23). ' 

D abord, si Ton pose, dans la formule (i i), 

jr„=o, Y 

J-Q—i}, Y™/;, 

J'o — <>, ^ />, 


ou bien 
ou enfin 


— 0, \ — (t, 

■*" 0 = — «, X = o, 

•^0= — Cl, X = a, 


a et i designant deux quantites r6elles, on obtiemlra sutxessivenimit 
les trois equations 


(34) 


(25) 


( 36 ) 


jjT \.A‘>^ + bs/-i)-f{x)]d.p 

f [/{^ + ^ — /(dr)] rfjr 

— a 

f [/(^+6\/^)~/(a!)]dx 
^ 


! z'" 
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(Ians Icsquelies les integrales ind6terminees doivent toujours etr<' 
reduites a leuvs valours principales. 

Soient encore 

^ “ ^9 Y « b. 

Si [’equation (6) n’a point de racine equivalente a Tune des expres- 
sions imaginaires 

( 37 ) n-^a\J-i, a->rh\J—'i, b-\-b\f^\, 

on tirora inimediatoment de la formulc (11), en remplagant la lettre r 
par la lettre x, 

, 

I / [y (•*’ -4- /V— 0 — /(^ -h v/— 0 — v'— >/(^ -I- 1 ) v^/(« + V— 0] 

“ "J’ r- 

= -37r ^ ((/(-) ))V^- 1 . 

\ a n 

Si, au conlraire, on coinptc au noinbrc des raciiies de I’equation (G) 
une ou plusieurs des expressions (27), on tirera du theorctne If, 011 de 
r^quation (aS) 

£ _ 

/ L./’G^' + h\J—i) —f[.c - 4 - a^—i) — \f^f{b -+- X \f^\) -¥ v/— i/(a -+- x \J— i)] d'x 

*' rt — S 

= -37r"^r"((/(c()))v/~r, 

puis, cn reduisantsa zero, on reproduira la formule (28). En conse- 
(juence, on pout enoncor la proposition suivante : 

TnfionfeMK III. — On a gendralement 

( f [.f{x + bs[^)—f{x-^a\f^) — \f^f{b + x^~) + \/~if{a + x\^i)\clx 
(38) <“44 • ■ ■ 

\ a 

.r ■ 

pouTvu que Von rididse Vintigrale relative dx a sa valeurptincipale. 
Supposons maihtenant que la fonction/(a 7 H-j's/— ») s’ 6 vanouisse 
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pour = zh ao , quel que soit y. Alors, si Ton prend 

O'qZz: — .00 , X = 00 , Yq a, Y —j: d, 

I’integrale relative ay s’evanouiradans la forinule (i i), ct Ton so Iron 
vera conduit au nouveau theoremc que nous allons enoncer. 

iHEORfiME IV. — Si la /o/iclion/(a!-hy \/— x) s' evanouit pour cc = ± 00 
quel que soit y, on tiura gdnerakment 


1^29) / /, ((/(-))) v^- I . 

• on II 

pourm que Vintegrah relative a x soit reduUe a sa valeurprindpale. 

On etablira, sans plus de difficulte, la proposition suivanto : 

TuEORfiME y. — Silafonctionf{x-iry\J~ \ ) s' evanouit pour y ±. x . 

quel que soit x, on aura gdndrakment 


< 3®) f [/( * + .>V— ')—/(« + y v/- - 1 }.] dy 



l( /(-■))). 


pourvii que Vintegrah relative a y soit rdduile a sa rakur pnncipale. 

Concevons a present que la fouction /(a? h- y — i) s’ovauouisse : 
I” pour a7 = ±ao, quel que soity; a" poury = oo , quo 1 quo soit a-, 
et soit la liniite vers laquelle converge Ic produit 

(30 (■2f-Hy 

pour des yaleurs croissanles dey; alors, on designant par Ij iiu tros 
grand nombre, on aura sensiblement 


. (® + 6s/=T)/(-«+iv/Z7) = ,f, 


u' -4- ^ [/' — I 


f fix + bd^)dx = if’‘ —if"' f ,/ — :r f*d.r 
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puis, cu vudiiisant chaque intdgralo si sa valeur principale, 

■ I /{.It -1- ft y '_ I ) = — 7C-f \/— I . 

oo 

Cclsi pose, oil lirci‘51 do la fonnulc (29), en attribuant si la quantile « 
line valein* nullo, ot a la quantile b une tres grande valeur, 


(3«) J ^/(.») = air / ■ I I )) — • 

Kn supposant, dans Tequation (3a), la constante.f reduite a zero, on 
otablira le thoorenie suivant : 

THKOnftME VI. — Si la forwliori f {cc y \J — i) s’dmnouit : i" pour 
.r = ± 00 , (juel (jw soil y\ pour y — » , qu&l que soil x, bn aura gdni- 
raUmient 

(33) ( /(./•) — air ((/(s) )) v'— 1 . 


pourvu que rink’grale soil rididle it sa valeur principale, et que le pmduil 
(iff _l _ y y/— i) _|_ y y/ _ I ) s’ dmnoidsse avec la fonctionf{x + ysj— i ) * 
en vertu de la supposilion y = ao . 

* 

On pourrait siisdmcnt reveair du tlieoreme VI a laformule (Sa). En 
effet, si la supposition j = » reduit le produit (3i), non plus a z6ro, 
niais SI une quantile finic #, la ineme supposition fera evanouir le pro- 
duit 

On aura done, en vertu du theorfeme VI, 




puis, en reduisant chaque integrate k sa valeur principale, et rempla- 
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gant, en consequence, I’integrale 


par zero, on trouvcra 



(34) 



Comme on a d’ailleurs, en vertu des principes du calcul dcs residus 
(voir les pages aS et suivantes) 






— J 


il est clair que la forniulc (34) reproduira J’equatiou (3a). 

En supposant, dans les equations (a'j) et (a:')), a — x, puis, appli- 
quantk ces equations les raisonnemonts par Icsqiuds nous avuns duduil 
le theorferae VI de la formule (ap), on sera immudiatenient conduit a 
deux propositions nouvelles, que nous allons ('moncer : 

TuEORfeME YII. — Si la fonction /{ae + y \]™i) s'evanouit : i" pour 
x=zzo , quel que soily; 2 ° pour y = oo , quel que soil .r, on aura 

(33) + ((/(--) ))V/“T, 

pourvu que chaque integrate soil rddmte a sa valeur pnncipale, el que le 
•produit (3i) sevanouisse avec la Jonction Ji^sc~\~y^— i) en vertu de la 
supposition y = oo . 

TafeORto VIII. — Si la fonction J [x y \J — s'evanouit : i** pour 

.r = — co, quel que souy ; a" poury = oo , quel que soil cc, on aura ' 

pourvu que chaque inte'grale soit reduite a sa valeur pnncipale, et que le 
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pwdiiit (3i) s’dmnoume avec la fonction fix +y\l~i) en veHu de la 
supposition y — co . 

Lorsque Ics formules (35) ot (36) subsistent simultanement, en les 
ajoutant I’liiie a I’autre, on reproduil I’equation (33). De plus, si, dans 
la formulo (35), on remplacc la lettrey par la lettre x, on obtiendra 
la proposition suivante : 

Tuiiiouto TX. — Si la fonction fix-hysj—i) s’evanouit : pour 
X — <x> , quel que soit y ; poury. = eo , quel que soit x, on aura 

09 

' dx = 27t “If ((/(s) )) sl~h 

pounni que I’inlcffrale soit redaite a sa raleur principals, et que le pro- 
duil (3t) s'ecanouisse avec la fonction f[x yf—i) on vertu de la sup- 
position y — <x> . 

Coinmcon peutdoduirc I’equation ( 37 ) de la formule ( 28 ), en pre- 
nant « = o, /> = 00 , il est clair que cette 6 quation subsiste dans le cas 
infimc oil la fonction /(.a?) dcvient infinie pour a; = o. 

On pourrait presenter les diverses Equations que nous venons d’eta- 
blir sous diHorontcs formes distinctes les unes des autres. Ainsi, par 
exemple, on reconnaitra sans peine que I’equation (33) peut etre rein- 
placce par rune des suivantes ; 


(38) 


J„ 2 -c'-'o 


(39) 



a 


dji^ __ 



On (loduirait aisement des formules qui precedent les valeurs de 
presque toutes les integrales defmies connues, et d’un grand noihbre 
d’aiitres, sp6cialenient de celles que nous avons consider^es dans le 
Memoire sur les integrales d6finies prises entre des limites iinaginaires 
(pages Gi et suivantes). Ainsi, par exemple, on tirera immediatement 

CEuttres de <7. — S. 11, t. VI. 
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de la formule (38), en d^signant par f(a;) une nouvello fonction do x, 

et par rune constante positive, 


f. 

I. 

f. 


" f(d?) — f(— a;) dx 

2^ — I — ix*^0 \\ •5 


a:) 



Tf 

-00^0 \ 

y r((z) 

2 



f(a?)— f(— ar) 

/vdx 


f -f(«) 

!T 

^•2 ^ ;»2 

-CO^OV 




D’ailleurs, si la fonction f{x +y^— i) ne dcvicnt pas infinic pour des 
valeurs positives de y, on aura, en vertu dcs principcs du Calcul des 
residus (woir les p. aS et suivantes) : 


' r((iifl\\ = i rM. = Lt(o) 

— - )) 2 0((-=)) 

rrff ilifl - f ^f(^) ' f ( r v/=i ) 

” r ( ( - c . 

- .<^0 VU-*+ rv; (5 + r v/HI )((.-_ ^ZT)) ” 

On trouvera done defmitivement 


(4o) 

(40 


r" ti-r) — ii—a!) dx n 
K 2 X ~ 2 


f ‘* f(a;)+f (— a?) rdx / v 

Jo a a?*+r* ~ 2 

/*” f(j;) — f ( — x) xdx _% c,r / — \ 

Jo 2v/=T 


La fornaule (4i) suppose seftlement que la fonction f (a; -i~ysf~~i) con- 
serve une valeur finie : .<> pour ar = ±oo , quel que soit y; 2 ° pour 
y=co , quel qi^ soit a?. Les formules (4o) et ( 42 ) supposent en outre 
que {{ac+yyj-i) s’4vanouit pourj = oc . Si cette dernifere condition 
n’^tait pas remplie, on devrait aux fornaules ( 4 o) et ( 42 ) substituer 
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les deux suivantes 


(43) 

(44) 


f. 

f. 


2^—1 0! 2 


■ ^ = I [t(,vcr) _ #], 




qui se d6duisent Tune et I’autre de I’^quation (Sa), et dans lesquelles 
^ d6signc la valeur de f(a? +ysl—i) correspondante k j = w . 

Si, dans les formules (4o), (4i), ( 42 ). (43), (44), on remplace f(a?) 
par Tune des functions 


a ct b etant des quantit6s positives, on obtiendra les equations 


(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

(49) 


/*“ . rf.r It 

I sinao ! — = 

Jo 

X * rdv 7C r* . TC 

, /arr , \ rdr 

jf = 'e", 

j /* * d Tt TC 

( e"«““*®sin(fl!sm6a?)-^ = -(e" — i) (*), 

0 

00 V die TT I „ 

I e««“»**cos(asini>j;)^g— ^ = -e"""' , 

0 

f e"®""*® sin (a sin Ajj? ) ^ (e“®~'" — i). 

/ J7 "T" / " <» 

f/O 


Les formules (46), qui ont 4te donnees pour la premiere fois par 
M. Laplace, et dont la seconde comprend comme cas particulier l’^- 


(*) Los valours trouv^os pour I’intSgralo (48) ut pour la sooondo^ des int^grales (49), 
(lana 1© Mdrnoire sur les intdgrales prises entre des limites imaginaires, sont incompl^tes 
et doivont 6tro remplacdes par ceHes que nous donnons ioi. Cette eweur provient de oe 
qu’on avail employd, pour determiner les deux intdgrales dont il s'agit, tes formules ( 40 ) 

ot (4a), au lieu des formules (43) et (44)- 
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quation (45), sont elles-memes comprises dans la IbrinuL^ (47). Ajou- 
tons que cette derni^ire suppose le nombre a ronfernib ontro les 
limites o, 2, et que, si Ton y fait /!> = o, r = r, on ohtiendra unc des 
integrales les plus remarquables donnees par Kulcr, savoir 


(5o) 



. CtTZ 

li SMI 

1 >. 


Si, dans Tequation (Sj), on rcmplacait successivomonl f(.r) par los 
deux fonctions 

.V ’ /•*) ’ 

on en tirerait 


(51) 

(52) 


j‘“ cosax — 


f 


dx^o^ 


cos«.r — dx 


X 


TT r» . (tr 
•-r— — r =■. — a v-tsin-— • 




Nous' d4velopperons dans d’autres articles les nomhivuses ronse- 
quences des formules generales auxquclles nous somuu's parvenus dans 
celui-ci; etnous allons montrer, on finissant, comment, a I’aide de ees 
formules, on peut, dans beaucoup de cas, determiner le residii ititegrai 
d une fonction donneey"(5), c’est-Si-dire, la somine de tons les residua 
qui correspondent aux diverses racines do I’equation ((>). 

Goncevons que la fonctiony(s) s’6vanouisse pour des valours intinies, 
reelles ou imaginaires, de la variable s, c’est-ii-dire quo la fonction 
/{cc+ysfTi) s’evanouisse : 1° lorsqu’on suppose iv = rfc » ; 2" lors- 
qu’on suppose^ = ± 00 ; etadmettonsd'abord que, dans Tune et I’antre 
bypothbse, le produit 

( a? + I )/( a; -I- J y/zr7 ) 

se reduise a la constante §. On aura sensiblement, pour de tres grandes 
valours numeriques de a? ou de y, 

{x-^yf~;)f{a!+y^i)-;§^ /(a;+y^=rr)_ 1 
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Done alors, si Ton attribue aux quantiles cc^, jo. X, Y de tres grandes 
valeurs numeriques, on supposantajj etj* negatives, X et Y positives, 
le premier membre de la formule (i t) se confondra sensiblement avec 
la difference 






'' f \ dy — f ( ■ — \ dx. 

TV— V Jx. V'*'-i-Yv/— I ^+:koV— !/■ 


X + ^o-+- 

D’ailleurs, on vertu de la formule (3i) de la page laS, cette meme dif- 
ference se rdduit li 

271 j\/ — I. 

Done, si Ton prend 

dJo=— 00, X=00 , ^^0 = — 00, Y = oo, 

la formule (x i) donnera 

— 30^—00 

ot, on divisant les deux membres par arev/— i , on obtiendra I’equation 


(5.1) 




quo Ton pent dcrire plus simplement comme il suit 

(55) ■ ^((/(s))) = #. 

Si Ton a i = o, ou, on d’autres termes, si le produit5/(3) s’evanouit 
pour des valeurs infinies reclles ou imaginaires de la variable s, I’e- 
quation (5,5) deviendra 

(56) £,((/(^))) = o. 

On pourrait aisement revenir de la formule (56) a la formule (55). 
En effet, lorsque, pour des valeurs infinies, r^elles ou imaginaires, des, 
le produit zf{z) se rdduit, non plus k z6ro, mais k une quantity finie 
il est clair que, pour ces m^mes valeurs de s, le produit 

s|^/(s) — =s/(s) — ^ 
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s’evanouit. On a done alors, en vertu de la formule ( 5 C), 


r 

<-■ 




= 0 , 


ou, ce qui revient an meme, 






^ La formule ( 55 ) cesserait d’etre exacte, si la valeur du prodnit 


(3.) 


[x 4-/ v'— * )/(•* -t-.V v/— ' ). 


correspondante a des valeurs infmios, positives ou negatives, de la 
variable a? ouj, changeait avec le signe de cette variable. Alors il fau- 
drait k la formule ( 55 ) substituer Tune de eelles quo nous allons 
indiquer. 

Supposons, en premier lieu, que, la fonction/(5) elant nulle pour 
des valeurs infmies, r6elles ou imaginairos, de z, le produit (3i) sc 
reduise a la constante poura? = — oo, et ix la constantc .fj pour 
a? = CO . Alors, en attribuant aux quantit6s — a ct ■+■ de tres grandcs 
valeurs positives, on tirera de la formule (29) 




H" ^ \/ — I 

2 


puis, en remplagant les int^grales par leurs valeurs principalos, 

(57) = , 

2 


Supposons, en second lieu, que, la fonction /(s) etant nulle pour 
des valeurs infinies, reelles ou imaginaires, de s, le produit (3i) se 
reduise a la constante ^'pour 9^= _ 00 , et la constante f' pour y = 'x> . 
Alors, en attribuant aux quantitds a et + 6 de trbs grandes valeurs 
positives, et remplagant les int^grales relatives k y par leurs valeurs 
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principales, on tirera de la formule (3o) 

(58) = 


Si Ton avait, dans la formule ( 57 ), — ou, dans la for- 
mule (58), — sf', on retrouverait precisement I’fiquation (56). En 

consequence, on pent cnoncer la proposition suivante : 

TntORfeME X. — Si la fonction f[z) s evanouit pour des valeurs infinies, 
reelles ou unaginaires, de la variable z, le rdsidu intigral de cette fonction 
sera nid, ou, en d’auires termes, on aura 


(56) 


<<:,(( /(s)))=o. 


poumi que le produit {00 -h y f{(c + y sf^i) conserve une vakur 
finie pour des vakurs infinks, positives ou ndgatives, de Vune des variabks 
X, y, el quHl change de signe, sans changer de vakur nmnerique, dans 
k cos oil la variable dont il s'agit passe de I'injlni positif d Vinfini 
ndgatif 

Ce tli6or(jmc, en raison do sa gen6ralite et des nombreuses applica- 
tions qu’on en pout faire, parait devoir m6riter I’attention des geo- 

fiz') 

metres. Si Ton romplace la fonction /(s) par le rapport la for- 
mule (56) donnera 



p ((/(g))) 

IV — Z 



et Ton deduira facilement du theoreme X une proposition nouvelle 
dont void r6nonc6 : 

Tu^iORfeME XT. — Si'la fonction J{z) conserve une vakur finie pour des 

vakurs irfinies, rdeUes ou imaginaires, de Iq variable z, on aura 


(59) 




x — z 


pourvu que la fonction f{x -f- i) change de signe, sans changer de 
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valeur numdrique, lorsqu'on passera de la supposition x = — oo dla suj)- 
position a? = 00 , ou bien de la supposition y z= — ao d la supposition 
j = ao. 

Si ]a fonction /(•» -l-jv/— i) se rediiisait, pout* x = — oo , a la coii- 
stante et, pour a? = ao , a une constantc dinoronlc do — aloes 
il faudrait a la formule ( 5 y) substituer I’cquation 


(6o) 


/(«) = 


x — z 




i.f I -1- 

H 


qui se deduit ioimediatement de la formule (,'>7). 

De meme, si la fonction /(a; 1) so r6duisail. pour y == — ao 

ala constante f, et pour 7= 00 la constantc dillorenle do — ,f, 
il faudrait a la formule (69) substituer I’cquation 

(61) f(^x) = r 

qui se dMuit imm^diatement de la formule (.fS). 

Il est important d’observer que les equations ( 5 /|), ( 5 C) ot (09) s’ao- 
cordent avec les formules ( 63 ), (64) et (.'Jy) dos pages 'il) ot'36. La 
seule difference consiste en ce que, dans les formules dont il s’agit, 
on supposait la fonctionyijs) rdduitch unc fraction rationnolbt. 

Nous ayons deja'remarqud que Tequation (69) fournit Ic moyou do 
decomposer dans tous les cas possibles une fraction rationnellc en frac- 
tions simples. On en deduit avec la radme facilite un grand nombro d(» 
formules dont quelques-unes 6taicntd6ja connucs, par exemplo, cello 

qui sertk developper en serie la cotangente de I’arc ,v. On tiro on effot 
de Tequation (59) 


COta!= / I , I I I 


et par suite 


■ -H t: .r a tt x 4- 8 -n 




(62) 


COtcT := 


4n*-.r* 



I 
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On fi'ouvera de mfinie, on supposant a -<71, 


((i3) 


cosa^ 


sinica; — -)((siu7r5)) Tra?'*” tz 4 — — 


cos«s 


20 ?/ cosa cos 2 a cos3a 


sinrt.r p sin a 5 _ 

_ 2 / sln^* 

2 sin 2 « 

- 

3 sin 3 a 

siiiTCJ? -3)((sin7r3))~ 

“ TT \I — 

4-^* 



Lorsqu’on suppose precis^ment a = 1:, I’equation ( 63 ) continue do 
subsistcr, tandis quo la formule ( 64 ) dcvient inexacte. Mais alors, pour 

developper la fonction !!£f£ = i, il faut employer I’equation (61), au 

lieu de Tequation (Sg), et, comme on a, dans ce cas, 1, #"= i, il 
on resulte, que le second membro de la formule (64) doit etre augmente 

do la quantile = i. Or, en operant de cette manibre, on obtient 

ofi'octivoinent, a la place de la formule (64), une equation identique. 
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DEMONSTRATION 

d’cn 

THEOBEME curiedx sue les nombres. 


Ext ra it du Bulletin de la Societe philomathique. 


On trouve dans un numero du BuJUkUn de la SocieU pJulomathiqm I’c- 

nonce d’une propriety remarquable des fractions ordinaires obscrvei^ 
par M. J. Farey ; 

Cette propri^te n’estqu’un simple corollairo d’un llieorbme curieux 
que je vais commencer par 6tal)Iir. 

TaEoRfeME. - Si, apres apoir rangd dans leur ordre de grandeur les 
fractions irrdductibles dont k ddnaminaieur n excide pas un nombre entier 
donne, on prenda vohntd, dans la suae ainsiforrnde, deux fractions con- 
sdciawes, kurs ddnominateurs seront premiers entre eux, et elks auronl 
four diffdrence une nomeUe fraction dont k numdmteur sera Vunitd. 

Ddmonstnuion. — Soient ^ la plus petite des deux fractions que Ton 
considfere, et n le nombre entier donn6. Soient do plus a' et h' les plus 
^andes valeurs entiferes que Ton puisse attribuer aux variables a; et y 
dans r^quation indeterminee 

bx~ay=zi, 

en supposant toutefois i < n. La fraction | 6tant irr6ductible par by- 
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pothfese, et la valeur de h' verifiant requation 

ba ' — ab'=:i, 

b et h' seroiit necessairement premiers entre eux, et Ton aura de plus 

a' a I 

V~ b^W 

La fraction y jouira done, relativement a la fraction des proprietes 

enonc^es dans le theoreme; ct, pour etablir ee meme tlieoreme, il suf- 
lira de prouver que, parmi toutes Ics fractions irreductibles dont k* 

d6norninateur n’excbde pas n, cclle qui surpasse immediatement | est 

pr6cis6ment On y parvient do la inanibre suivante. 

Les diverscs valeurs dej^ qui resolvent I’equation (i) formentla pro- 
gression arithmetique 

.... b' — ^b, b'—b, b', b'-\-b, b'+ab, 

% 

et, puisque // est la plus grande de ces valeurs qui soil comprise dans n, 
on a necessairement 

Soit maintenant ^ une fraction irreductible ct plus grande que | prise 

O 

parmi celles dont le denoiuinateur n’excede pas n. Si I’on fait, pour 
abreger, 

(9) b/—ag = m, 

on aura 

J Cl ^ 

'g~~b~b8 

Ainsi, la difference des fractions | sera generalement exprimee par 
7 ^: et, si Ton donne k m unc valeur constante en laissant varier g, 

bg' 

cette difference aura la plus petite valeur possible, lorsque g aura la 
plus grande valeur possible. D’ailleurs les diverses valeurs de^qui 



148 DEMONSTRATION D’UN THEOREME CURIEUX, ETC. 

* 

satisfont k Tequation ( 2 ) sont eviderament comprises dans la progres- 
sion arithmetique 

mb^--2by nib' ---by mb', m/Z-h /;, 1>, 

(lont le terme/w4'-+- b, 6gal ou superieur k //-f- h, est par suite supo- 
rieur a «; et, comme g ne doit pas cxceder n, il est clair qa’il sera tout 
au plus egal au terme mb'\ d’oii il suit quo la fraction no pourra 
devenir inferieure k 

m I 

mUl> ~~W' 


Done, parmi toutes Ics fractions sup4rieures a et dont le denomina- 
teur n’exckde pas ra, la plus petite est celle dout la dilfereneo avoc - 

I 

est egale a e’est-k-dire la fraction j,- 


Corolkure. — Si, parmi les fractions dont il s’agit dans le thcorfcme, 
on en prend trois de suite k volonte, en designant ces trois fractions par 


on aura 
et par suite 
d’oii Ton conclut 


a a' a” 

V w w 

a'b—ab'z=j, a" b' — a' b" i , 
a' b — ab' b' — a' b’ ; 

g + a*' _ rt' 

b+b''~ b'' 


Cette dermere Equation n’est autre chose que Texpression analytique 
de la propri6te observee par M. J. Farey. 



SUU LES 


MOMENTS LINfiAIRES DE PLUSIEORS FORCES 

APPLIQU^ES A DIFF^RENTS POINTS. 




Considcrons pliisieuvs forces 

P, P', P", . . 

appUqiices ti diffcrents points don't les coordonnees rectangulaires 
soient respectivement 

•■ij, y, /. - ; •••• 

Supposons do plus ces m^ines forces dirig^es de manifere a former, 
avoc 1 ft demi-axo des a; positives, les angles 

a, «% 

avec le deini-axe des j positives, les angles 

P, P', P% •••; 

enfin avec le deini-axc des 5 positives, les angles 

7. /. 7“ 

Les projections alg^briques de la force P sur les axes seront 

Pcosa, Pcosp, Pcosy; 

tandis que les projections alg^briques de son moment lin 6 aire se trou- 
veront represent^es, si Ton place le centre des moments k I’origine des 
coordonnees, par les trois produits 

P(/cosy — acos^), P (a cos« — o^cosy), P (d?cosp — /cosa). 
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et, si Ton place le centre des moments au point qui a pour coordon- 
nees jcoO's* suivants : 

P[0 — /o) cosy — (5 ~-o)cosl3], 

P[(3 — 5o) cosa — (d- — ;r„) cosy], 

P [(a? — To) cosp — (j — Jo) cos«]. 

On pent remarquer d’ailleurs que, pour oLtenir ces trois dcrnicrs pro- 
duits, il suffit d’ajouter respectivement aux trois premiers les quantiles 

P (j'o cosy — 5, cosP), P (5, cosa — cosy), P (.rj cos (3 - .Vo cosa) 

prises en signes contraires, e’est-a-dire, on d’autres Icrmes, les projec- 
tions algebriques sur les axes coordonnes du moment lineaire d’unc 
force 6gale et parallele a P, mais dirigee on sens contrairc, et appliquee 
au point (i»o>7o.^o). ce moment lin6aire etant calcul6pour le cas oil 
Ton place le centre des moments ii I’originc des coordonnees. l)e cette 
remarque on d6duit immediatement k proposition suivante : 

Si, en plagant U centre des moments a Vorigine des coordonndes, on 
constndt : le moment Undedre de la force P; 2 ® & moment lindaitv 

d'une force igak et paraUdle, mais dirigde en sens contraire, et appliqude 
au point {oo^,y^, z^), le momera lindaire rdsuhant, transportd parodlelement 
a bii-m&me, de manidre que son origine coincide avec le point (.'57o».Xo> 
reprdsentera, en grandeur et en direction, le moment Undaire de ki force P 
par rapport a ce mdme point. 

Nous dirons, avec M. Poinsot, que deux forces forment un couple, 
lorsqu’elles seront egales et parallbles, mais dirig6es en sens contraires 
suivant deux droites diff(6rentes; et le moment de ce couple ou son 
moment lineaire sera ce que devient le moment ou le moment lineaire 
de Tune des forces, quand on prend le point d’application de I’autre 
pour centre des moments. Cela pose, le moment du couple sera 6vi- 
demment 6gal au produit de I’une des forces par leur distance mutuellc, 
e’est-a-dire, en d’autres termes, k la surface du parall6logramme con- 
struit sur les deux forces ; et le plan du moment du couple sera pr6ci- 
s6ment le plan de ce paralklogramme, ou, si I’ou veut, celui qui 
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renferme Ics deux forces donnees. De plus, le moment lineaire du 
couple elevc par le point d’application de Tune des forces se comptera 
sur le demi-axe perpendiculaire au plan du couple, et autour duquel 
I’autro force tend a produire un mouvement de rotation de droite k 
gauche. Enfin, comme, dans la proposition ei-dessus 6tablie, les points 
d’application des deux forces P et I’origine des coordonnees peuvent 
etre des points quclconques de I’espace, il est clair que cette proposi- 
tion so reduira simplement a celle que je vais enoncer : 

Tn^iORfeME I. — Lorsque deux forces forment un couple, le moment 
Undaire rdsuUant, pour le sysldme de ces deux forces, est dgal et parallel 
au moment du couple et dirigd dans le mime sens, quel que soit le point de 
I’espace que Von prenne pour centre des moments. 

llcvenons maintenant au systerae des forces P, P', P", . . . appliquees 
h differents points de I’espace. Soient respectivement 

X, Y, Z, 

L, M, N 

les sommes des projections alg^briques de ces mSmes forces, et celles 
des projections algebriques de leurs moments lineaires, dans le cas ou 
I’on place le centre des moments k Torigine des coordonnees. On aura 


/ X= P cosa -H P'cosa'-t-. . . 

(i) < Y = P cosp H-P'cosP' 4-. . . 

( Z = P cosy -4- P'cosy' -H. . • 


L = P (/cosy — 5 cosp) -h. . 

M = P (- cosa — a; cosy 
N = P (a;cosp — / cos«) -H — 


Cela pose, si, par un point quelconque, on mfene des forces P, P', P", ... 
cgales et parallfeles aux forces donnees, leur resultante, que je desi- 
gnerai par R, aura pour valeur 

( 2 ) R = v/X»-i-Y‘-i-ZS 

et formera, avec les demi-axesdes coordonn6es positives, des angles a, 
h, c determines par les equations 

X Y Z 

(3) cosa==j^> cosi>=^> cosc = jj- 
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De plus, si, en prenant le point dont il s’agit pour centre dcs moments, 
on construit les moments lineaires des forces donndcs, on pourra 
composer ces moments entre eux de manifere a obtenir cn definitive un 
moment lin4aire resultant. Soit K ce dernier moment, ct designons 
par /, TO, n les angles que forme sa direction avec les demi-axes dcs 
coordonnees positives. Si le point pris pour centre des moments se 
confond avec I’origine des coordonn6cs, on aura evidemment 


( 4 ) 

( 5 ) 



K = v'L--HM*H-iN-, 
M 


COS»l = 


ic’ 


cos 11 — 


N 

K’ 


puisque les projections algebriques du moment lineaire resultant dc- 
vront ^tre respectivement egales aux sommes des projections alge- 
briques de tous les autres. Si le meme point, suppose distinct de 
I’origine, avail pour coordonnees 

^ 0 ) 

it faudrait, d’apres ce qui a ete dit ci-dcssus, lui appliquer dcs forces 
egales etparallbles aux forces P, P', P", . . . , mais dirigecs cn sens con- 
traires. En joignant ces nouvelles forces au systeme des forces donnees, 
et composant les uns avec les autres les moments lineaires de toutes 
les forces pris par rapport k I’origine, on formerait un moment lin6aire 
resultant egal et parallble k celui que Ton cUcrche, et dirig6 dans Ic 
meme sens. Or, les nouvelles forces etant Egales et parallbles aux forces 
donnees, mais dirigees en sens contraires, leur r^sultante serait egalc 
et directement opposes k la force R. Par suite, les sommes des projec- 
tions algebriques de leurs moments lineaires sci’aient respectivement 
egales aux projections algebriques du moment lineaire de la force R 
prises en sens contraires, e’est-k-dire, k 

R (so cos6 — 7 , cos c) = Y — joZ, 

R (d?o cosc — s, cosa) = x^Z — 

R (7o cosa— a:,, cos6) = 7 ,X — a7«Y. 

Ddnc, si k ces trois dernibres expressions on ajoute les quantitbs L, 
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!^I, N, on aura pour sommes les projections algebriques du moment 
lineaire reprdsente par K. Done, en pla^ant le centre des moments au 
point qui a pour coordonnees a?o».yo* -c* on trouvera 

I Kcos/ =L — j'oZ 4-5 oY, 

(6) < Kcosm = M — ^oXh-^jZ, 

( Kcosrt =N — XoY -hj'oX. 

On aurait pu obtenir immediatement Ics seconds membres de ces der- 
nieres equations en exprimant, au moyen des quantites X, Y, Z, L, M, 
N, les somnaes des projections algebriques des moments lineaires des 
forces P, P', P", . • . par rapport au point qui a pour coordonnees a?o» Jo. 
5«, c’est-ji-dire, en d’autres termes, les trois polynomes 

P [(.r — /«) cos y — ( 5 — 5o ) cos (3] + P' [( 7 ' — 7,) cps y' — ( 5 ' — s, ) cos P', ] 4-. . . , 
P [( 5 — 5, ) cos « — (.r — afo) cos y ] + P' [( 5 ' — 5 o ) cos a' — (ar' — aJo) cos y' ] -t-„ . , 
P [(a; — a!o) cos (3 — ( 7 — 7 ,) cos «] 4 - P'[(a:'— ai^) cos p'— 0''“ Jo) cos a'] 4-.... 

On tire d’ailleurs des Equations (G) * 

(y ) K — y/( E — 7oZ 4“ 3|) Y)* 4” (M — SjX 4” a!(,Z)* 4" (N — a?o Y 4”7oX)", 

Ij yo Z 4" Y 

M — SflX 4 - a?DZ 

K ’ 

N_a.oY-47oX 

K 

Pour plus de commodity, la rdsultante R, a laquelle se rMuit le sys- 
tferae des forces P, P', P", . . . lorsque toutes ces forces sont transportees 
parallelement h. elles-memes et appliqu^es k un m6me point, sera nom- 
m6e desormais la force principede du systkme. Le moment linkaire K 
resultant de la composition des moments lineaires des forces donn^es 
sera de m^me appeld moment Undedre principal. Cela pos6, il est clair 
que la direction et I’intensit^ du moment lineaire principal dependront 
de la position du centre des moments, tandis que la direction et I’in- 

OEwres de C. — S. U, t. VI. 20 
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tensite de la force principale seront ind^pendantcs <le son point d’ap- 
plication. De plus, quand on aura construit lo moment lineaire prin- 
cipal relatif a Torigine des coordonn^es, il suffira de le composer avoc 
Ic moment lineaire de la force principale appliqudc an point dont les 
coordonnees sonta?o.7o. -o» en sens contraire de sa direction naturelle, 
puis de transporter ce dernier point I’origine du moment lineaire 
resultant, pour obtenir le moment lineaire principal relatif b ce m6me 
point. On en conclura facilement que la projection du moment Uniaitv 
principal sur la direction de la force principale est une quantUd constante, 
inddpendante de la position du centre des moments. Au restc, cette pro- 
position, que je dois a M. Coriolis, peut encore etre demon tr6c do la 
manibre suivante. 

Pour determiner la projection du moment linbaire principal sur la 
direction de la force principale, il suffit de multiplier le moment lui- 
meme par le cosinus de Tangle compris entre sa direction ct celle de la 
force, et de prendre la valeur numeriquo du produit. Or lo cosinus 
de Tangle compris entre les deux directions est equivalent a la somme 

COS a COS Zh- COS 6 cosw -H cos 6* cos/e, 

laquelle, en vertu des equations (3) et (8), sc r6duit a la fraction 

LX^+-MY-^NZ 

ioi 

Done, la projection cherchbe sera bquivalente k la valeur numeriquo 
de cette fraction multipliee par K, e’est-a-dire a 

^ LX-1-MY-f-NZ 

_ j- 

Cette dernifere expression, ainsi que Ton s’y attendait, ne depend point 
des coordonnbes du centre des moments, mais seulement des six quan- 
tites 

X, Y, Z, L, M, N 

qui conservent les memes valeurs, quelle que soit la position de ce 
centre. 
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La projection du moment lineaire principal sur la direction de la 
force principale, etant une quantite invariable, represente la plus petite 
valeur que puisse admettre ce moment lineaire, ou, en d’autres termes, 
son minimum. Pour obtenir ce minimum, il faut 6videmment placer le 
centre des moments dans une position telle que la direction du moment 
lineaire principal devienne parallele a celle de la force principale. Cette 
condition sera remplie si Ton a 


cosZ cosm cosn 

cosa ~ cost cosc’ 


OU, ce qui revient au meme, 


L — __ M "" 3oX ^0^ N — ' .'jyoY -f- 

X “ Y ~ Z ’ 

Par consequent, si Ton nomme 

•? 

Ics coordonnccs d’un point qui, pris pour centre des moments, rem- 
plisse la condition 6nonc6e, on aura 


( 9 ) 


J YiZ-t-SY_M-?X-t-^Z_N-?Y + Y)X_LX-l-MY + NZ 

X “ Y “ Z ~ R* ■ 


Cette dernifere formule equivaut aux trois equations 


( 10 ) 


L-yjZ4- 
M-CX+?Z=I 
N _^Y-hviX=| 


LX + MY + NZ 
R 

LX + MY + NZ 
R 

LXh-MY + NZ 
R 


Comme ces trois Equations sont du premier degre relativemcnt aux 
coordonn^es et que la troisifeme Equation se d6duitimm6diate- 

ment des deux autres, il est clair qu’elles appartiennent k une droite,; 
sur laquelle il suffira de placer le centre des monaents pour que le 
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moment lineaire principal devienne un minimum. Cette droite sera 
designee desormais sous le nom di aace priticipaL 
Lorsque le systfeme des forces donnees se r^duit a uno seiile, les six 
quantit^s 

X, Y, Z, L, M, N 

appartiennent k cette force unique et representcnt les projections 
algebriques de cette force sur les axes et colles do son moment 
lineaire par rapport a I’origine. Dans la memo hypothesc, on a n6ces- 
sairement 

LX + MY + NZ = o, 

et par suite les Equations (lo) se reduisent aux suivantcs 

(11) Zr3-YC=:L, XC-Z? = M, Y$-Xyi = N, 

c’est-a-dire, aux equations de la droite suivant laquollc agit la force 
donnee. Done alors I’axe principal se confond avec cetto droite. 

Lorsque le systeme des forces dqnnees se reduit a deux forces P, 
P', on a 

X = Pcosa + P'cosa', Y = Pcos(3h-P'cos(3', Z = Pcosy-+-P'cos-/'. 

Alors la force principale est la resultante des forces P, P' transportces 
parallelement a elles-m4mes et appliquees k un m6me point, tandis 
que le moment lin6aire principal est la diagonale du paralliilogramme 
construit sur les moments lineaires des deux forces donnees. Dans la 
m^me bypothkse, la force principale s’evanouit lorsque les deux forces 
P, P forment un couple, auquel cas on a necessairement 

X-o, Y = o, Z = o, 

(12) P'=P, 

cosa'=-cos«, cos(3'=-cosp, cos/ =- cosy. 

Dans ce cas parliculier, les projections algebriques du moment lineaire 
principal deviennent ind6pendantes de la position du centre des mo- 
ments; par suite, le moment lineaire principal conserve toujours la 
meme valeur et n'admet plus de minimum, en sorte que Taxe princi- 
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pal disparait entiereraent. La valeur constante du moment lineaire 
principal est alors equivalente au moment lineaire du couple, c’est- 
k-dire, au moment lineaire de Tune des forces, quand on place le centre 
des moments sur la direction de I’autre force, ainsi que nous I’avons 
deja explique. On arriverait aux memes conclusions en observant que, 
<ians Ic cas present, Ics projections algebriques du moment lineaire 
principal so reduisent, en vertu des formules ( 12 ), a 

L = P[(7 — /) cosy — (3 — 5') cosP)], 

M = P [(3 — s') cosa — (.r — a;') cosy)], 

N =P[(ir — a!')cosP— (j'— y)cosa)], 

e’est-a-dire, aux projections algebriques du moment lineaire de la 
force P, dans le cas oii Ton prend pour centre des moments le point 
d’application de la force P'. 

Si, pour le systbmo des forces P, P', la force principale et le mo- 
ment lineaire principal s’evanouissaient cn meme temps, on en con- 
clurait que ces deux forces sont egales et agissent suivant une meme 
droitc, inais en sens contraires. 

En general, quel que soit lenombre des forces P, P', P", .. . , lorsque 
X, Y, Z s’evanouissent, la grandeur et la direction du moment lineaire 
principal deviennent indkpendantes de la position du centre des mo- 
ments ; par suite, si, la force principale 6tant nulle, le moment lineaire 
principal se reduit a zero pour une certaine position du centre des mo- 
ments, il s’evanouira egalement pour toutes les autres. 

Gonsiderons, pour fixer les idees, un systbme compose seulement 
de trois forces P, P', P". Si, pour ce systbme, les six quantites 

X, Y, Z, L, M, N 

s’6vanouissent, non seulement la force principale s’^vanouira, mais il 
en sera de meme du moment lineaire principal, quel que soit le centre 
des moments. Cela pos6, concevons que I’on fasse coincider le centre 
des moments avec le point d’application de la force P". Dans ce cas, le 
moment lin6aire de la force P" 6tant nul, ceux des deux autres forces 



158 


SUR LE8 MOMENTS LINIJAIKES, ETC. 

devront etre egaux et diriges suivant unc nidmo droitc, uiais on sens 
contraires, afin que le moment resultant sc reduise a zero; par suite, 
les directions des forces P' etP" devront etre comprises dans un plan 
unique men4 perpendiculairement a la droite dont il s'agit par le point 
d’application de la force P". Co plan unique, rcuferrnant les points 
d’application des trois forces P, P', P", sera necessaireiincnt lo plan dii 
triangle forme avec ces trois points; et, coinmc au point d’application 
de la force P" on peut substituer a volonte celui de la force P, ou celui 
de la force P', on deduira 6videmment des remarques que nous venous 
de faire la proposition suivante : 

TiitiORfeME II. — Si, pour le sysleme des twui forces P, P', P", les six' 
quantitds 

X, Y, Z, L, M, N 

s evunouissent, chacune des trois forces sera comprise dans le plan dii 
triangle qui renfenm les trois poinli d’application. 



USAGE DES MOMENTS LINtoES 


DANS LA 

RECHERCHE DES EQUATIONS D’EQUILIBRE 

d’ds 

SYST^IME INVARIABLE ENTIEHEMENT LIBRE DANS L’ESPACE. 


Chorchons d’abord Ics conditions d’equilibre des deux points mate- 
i-iols A, A', sollicites au mouvement par deux forces P, P', et lies 
entre eux par une droite invariable AA'. Si Tequilibre subsiste entre 
les forces appliqudes aux extr^mites de cette droite, on ne le troublera 
pas, en fixant Tune de oes extremites, par exemple, le point A'. Dans 
cette supposition, le point A, restant seul mobile, ne pourra d^crire 
que la surface d’une sphfcre; ct la force P, pour le maintenir en equi- 
libre, devra 6tre normale k cette surface, par consequent dirigee sui- 
vant le rayon AA' ou suivant son prolongement. On prouverait de 
meme, en fixant le point A, que la force P' doit encore etre dirigee 
suivant le rayon AA' prolonge dans un sens ou dans un autre. Conce- 
vons naaintenant quo, les forces P, P' agissant 1 une et 1 autre suivant 
la droite qui joint leurs points d’application, on rende k ces deux 
points leur mobilite primitive. Pour que l’6quilibre continue de sub- 
sister, il sera 6videmment necessaire que la droite spit tiree k ses extre- 
mit6s par les deux forces dans deux sens opposes, et autant dans un 
sens que dans I’autre. Par suite, les deux forces devront 6tre 6gales et 
dirig6es en sens contraires. R6ciproquement, si les deux forces P, P', 
appliqu6es aux extr6mit6s de la droite invariable AA', sent 4gales 
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entre dies et agissent suivant cctte droite, mais en sons opposes, il y 
aura evidemment equilibre. 

Lorsque deux forces sont 6gales et agissent suivant uno memo droito 
en sens contraires, leurs moments lineaircs sont necessaircmcnt 6gaux 
et directement opposes. En consequence, pour Ic systbme compost dc 
ces deux forces, le moment lineaire principal s’6vanouit aussi bien 
que la force principale. Reciproquement, si, pour un systbme compos^^ 
de deux forces P, P', la force principale et Ic moment lin6airc princi- 
pal s’evanbuissent, on pourra en conclurc que ces deux forces sont 
6gales et agissent en sens contraires suivant la droite qui joint leurs 
points d’application. Done alors, si cette droite est invariable, elles se 
feront equilibre. 

Pour traduire en analyse les conditions d’equilibre que nous venous 
de trouver, d^signons par 

y, ■=; y, 

les coordonn^es des points A, A', et par 

|3> y; y' 

les angles que forment les directions des forces P, P' avec les demi- 
axes des coordonnees positives. Enfin soient respectivement 

X, Y, Z; 

L, M, N 

les sommes des projections algebriques des deux forces sur les axes 
des a?, y, s, et les sommes des projections algebriques sur les memes 
axes de leurs moments lin6aires, dans le cas oil I’on place Ic centre 
des moments a I’origine des coordonnees. La force principale 6tant 
representee par 

\/xJ+Ys + Z*, 

et le moment lineaire principal par 


v/L>-t-M*-HN*, 
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il sera n^cessaire, et il suffira pour I’equilibre que Ton ait a la fois 

( X*-t-Ys+Z*=o, 

I L*+M* + Ns = o, 

ou, ce qui revient au meme, 

(X = o, Y = o, Z = o; 

(1=0, M = o, N = o. 

Si, dans ces dernifercs equations, on remetpourX, Y, Z, L, M, N leurs 
valeiirs respectivcs, on trouvera 

(3) P cos« + P' cosa'= o, PcospH-P'cosj3'=o, P cosy + P' cos'/ = o; 

[ P(jKCOsy — scos(3)-hP'(ycosy' — 3'cosj3')=o, 

(4) ) P(3C0S« — iPCOsy)-l-P' (s' cosa' — x' cosy') =o, 

( P (.-jjcosp — y cos«) 4 - P' (x' cosj3' — y' cos a') = o. 

En vertu des equations (3), les equations (4) deviennent 
( P[(j'— .r')cosy — (s — s')cos(3] = o, 

(5) I P [(5 — s') cos« — (a; — ic') cosy] = 0 , 

( P[(j:’ — a;') cosj3 — (/—/') cos«] = o, 


et peuvent 6tre rcmplacees par les deux equations comprises dans la 
formule 


( 6 ) 


P cosa P cosp _ Pcosy 

X — x' y — /' 5 — s' 


En consequence, les six 6quations d’equilibre que nous avons d’abord 
trouv6es se r6duisent a cinq, savoir : les equations (3) et celles que 
coniprend la formule (G). Les equations (3) expriment que les forces 
P, P' sont 4galcs et agissent on sens opposes, suivant la meme droite, 
ou suivant des droitos parallfeles. La for-mule (6) exprime que la force? 
agit suivant la droite qui joint les points d application des deux forces. 
Ajoutons que les Equations (5) et la formule (6) peuvent 6tre rempla- 
c6es par une seule formule, savoir : 

Pcosa Pcosp Pcosv P'cos«' P'cosP' _ P'cosy' 
'^r^''~y^~s-s'-x'-x y'-y 

OEuvresde C» — S. Il) t. VI. 
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En vertu de ce qui precede, une force P, appliquee au point A et 
agissant suivant la droite AA', fera equilibre a une seconde force P' = P 
appliquee a un autre point A' de la meme droite et dirig6e suivant 
celte droite, mais en sens contraire, pourvu que Ton suppose les deux 
points lies invariablemenl; entre eux. Get equilibre subsisterait encore, 
si Ton transportait le point d’application de la force P dc A en A', 
sans changer la direction de cette force, puisque alors on aurait au 
point A' deux forces egales et directenaont opposees. Le point A', 
pouvant d’ailleurs etre choisi arbitrairement sur la direction de la 
force P, nous devons conclure qu’une force dirigee suivant une droite, 
dont tons les points sont supposes lies invariablement les uns aux 
autres, produit toujours le meme effet, en quelque point de. cette 
droite qu’on la suppose appliquee. C’est ce qu’on peut encore exprimer 
en disant que deux forces appliquees aux extremites d’une droite- in- 
variable, et agissant suivant cette droite dans le memo sens, sont 
equivalentes. 

II estessentiel d’observer qu’en transportant le point d’application 
d’une force partout ou I’on voudra sur la direction de cette force, on ne 
changera Jamais ni ses projections algebriques, ni celles de son mo- 
ment lineaire. 

Si, la droite AA' demeurant toujours invariable, I’extremite A dc 
cette droite etait soumise a I’action de plusieurs forces P, Q, . . . , et 
I extremite A' a Taction de plusieurs autres forces P', Q', . . . , il 
serait necessaire et il suffirait pour T^quilibre que la r^sultante des 
forces P, Q, . . . fut egale a la resultants des forces P', Q', . . . , et que 
ees deux resultantes fussent dirigees suivant la mSme droite AA', mais 
en sens eontraires. Par suite, il serait necessaire et il sufdrait que, 
pour le systbme de toutes les forces donnees, la force principale et le 
moment lineaire principal se trouvassent reduits a zero. Si Ton de- 
signe toujours par 

X, Y, Z; 

L, M, N 

les sommes des projections algebriques des forces donnees sur les axes , 
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et celles de leurs moments lineaires, les deux conditions qu’on vient 
d’enoncer seront encore exprimees par les deux equations 

( X»4-Y*+Z2 = o, 

(i) ] 

( L» + M» + N»=o, 
auxquelles on peut substitucr les suivantes : 

( X — Of "Y ~ Of Z^Of 

(®) 1 

jL=o, M = o, N = o. 

11 semble done, au premier abord, qu’il y ait, dans le cas present, six 
equations d’equilibre. Mais on prouvera sans peine, comme on I’a deja 
fait dans un cas semblable, que la sixifeme equation se deduit des cinq 
autres. 

Cherchons maintenant les conditions d’6quilibre d’un triangle inva- 
riable, e’est-k-dire, de trois points A, A', A" lies par trois droites 
invariables et souinis a Taction de trois forces donnees P, P', P". Si 
Tequilibre subsiste, il no sera pas trouble lorsqu’on fixera deux 
sommets du triangle, par exemple les points A, A'. Dans cette sup- 
position, le point A, rcstant seul mobile, ne pourra decrire qu’un 
cercle dpntle plan sera perpend iculaire a celui du triangle, et dont le 
centre se trouvera situe sur la droite AA'. De plus, la force P", devanf 
raaintenir le point A" en equilibre sur la circonference du cercle, 
sera n^cessairement perpendiculaire a la tangente au cercle menee 
par le point A", et par consequent comprise dans le plan du triangle 
donn6. On arriverait encore a la meme conclusion en observant que, 
si la force P" n’etait pas comprise dans le plan du triangle, elle ferait 
tourner le plan autour de Taxe AA' devenu fixe en vertu de Thypothesc 
admise. Cela pose, on pourra construire un parallelogramine qui ait 
pour diagonale la force P", et dont les cdtes coincident en direction 
avec les droites A" A, A" A' ou avec leurs prolongements. Par suite on 
pourra ddeomposer la force P" appliqu6e au sommet A" en deux autres 
qui agissent suivant les c6t4s adjacents. Soient Q, Q' les deux compp- 
santes dont il s’agit. II sera permis de transporter la force Q agissant 
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suivant le cote A"A du point A" au point A, et la force Q' agissant 
suivant le cote A" A' du point A' au point A'. On obtiendra par ce 
moyen, au lieu de trois forces P, P', P" appliquees aux trois sommets 
d’un triangle invariable, quatre forces P, Q, P', Q' appliqu6es aux deux 
extremites d’une droite invariable, et qui devront encore se faire equi- 
libre. Done, pour le systeme des quatre derniferes forces, la force prin- 
cipale et le moment lineaire principal devront s’evanouir. D’ailleurs, 
la decomposition de la force P" en deux autres, et le transport de ces 
deux composantes ne peuvent changer en aucune nianibre ni la force 
principale ni le moment lineaire principal du systbme des trois forces 
P, P', P". Done aussi, lorsque le triangle invariable est cn equilibre, 
cette force principale et ce moment lineaire principal s’evanouissent, 
Cela pose, si Ton appelle 

X, Y, Z; 

L, M, N 

les somraes des projections alg6briques des forces P, P', P", et celles 
des projections algebriques de leurs moments lineairos, on aura, dans 
le cas d’equilibre, 

v/X®-+-Y*-+-^=o, \/L= + M*h-N*'=o, 

j X = o, Y = o, Z=o; 

/ L = 0 , M= 0 , N = o. 

Reciproquement on peut affirmer que le triangle invariable sera en 
equihbre, toutes les fois que les equations ( 2 ) seront satisfaites, e’est- 
a-dire, en d’autres termes, toutes les fois que, pour le systeme des 
trois forces appliquees aux trois sommets du triangle, la force princi- 
pale et le moment lineaire principal se reduiront k zero. En effet, dans 
cette hypothese, les directions des trois forces seront, ainsi qu’on I’a 
precedemment demontre (p. t58), comprises dans le plan du triangle. 
Par suite, on pourra decomposer la force P" en deux autres dirigees 
vers les points A, A' et transporter ces dernibres composantes de 


(0 

et, par suite, 
• (3) 
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manierfc a les appliquer aux points dont il s’agit. On substituera par ce 
moyen au systemedes trois forces donnees un systemede quatre forces 
appliquees aux deux extremites A, A' d’une droite invariable; et, 
commo la force principale etle moment lineaire principal ne change- 
ront pas de valeurs dans le passage du premier systeme au second, 
ces doux quantiles seront encore nulles pour le nouveau systeme, d’oii 
Ton peut conclui’e quMl y aura equilibre. 

Si, le triangle AA' A" restant invariable, chacun de ses sommets 6tait 
soumis il Taction do plusieurs forces, on pourrait remplacer les dilfe- 
rentes forces appliquees k chaque sommet par une resultante unique. 
Cela pose, comme le systfeme des trois r^sultantes ainsi obtenues aurait 
la m6me force principale et le meme moment lineaire principal que le 
systfeme des forces donnees, on trouverait toujours que les conditions 
necessaires et suffisantes pour Tequilibre se r4duisent k Tevanouissc- 
ment do cette force principale et de ce moment lineaire principal ou, 
ce qui revient au m4me, a Tevanouisscment des six quantites que Ton 
obtient en ajoutant : les projections algebriques des forces donnees; 
2 ° les projections alg4briques de leurs moments lin4aires. 

Dans les deux cas que nous venons de considerer, et qui sont rela- 
tifs a Tequilibre du triangle invariable, la sixifeme equation d’equilibre 
ne se deduit plus des cinq autres, comme il arrive quand on considere 
Tequilibre d’une droite invariable. 

Soient maintcnant A, A', A", ... des points li4s invariablement les 
uns aux autres, et en tel nombre que Ton voudra. Ces points forme- 
ront ce qu’on appelle un sy$ierm invariable. Cela pose, cherchons les 
conditions d’equilibre de plusieurs forces 

P, P', P'’, 

respectivement appliquees k ces m4mes pointe; et designons encore 
par 

X, >Y, Z, L, M, N 

les sommes des projections algebriques de ces forces et de leurs mo- 
ments lineaii*es, le centre des moments 6tant toujours plac4 a 1 origins 
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des coordonnees. Si Ton suppose d’abord que le plan mcne par les 
trois points A, A', A", ... ne renferme aucun des autres points donnes, 
ehacune des forces P", . . . pourra §tre rempkcee par trois compo- 

santes respectivement dirigees suivant trois aretes d’une pyrainide 
qui aurait pour base le triangle AA'A", et le point d’application de 
chacune de ees composantes pourra etre transportc a Tun des trois 
sommets du triangle dont il s’agit. Quand, a I’aide de ces deux especes 
d’operations, on aura substitue au systfeme des forces donnees celui de 
plusieurs forces appliqu4es aux trois sommets d’un triangle invariable, 
il sera necessaire, et il suffira, pour I’equilibrc, quo la force principale 
et le moment principal relatifs au nouveau systbme s’evanouissent. 
Or, cette force principale et ce moment lineaire principal sc Irouvent 
representes pour le premier systeme par les deux quantit6s 

v/xT+y*+z*, v/i<*-hM‘-i-n‘; 

et comme, en passant du premier systeme au second, on no change ni 
les sommes des projections alg^briques des forces, e’est-^-dire, les 
quantit4s 

X, Y, Z, 

ni les sommes des projeclions algebriques do leiirs moments lineaires, 
e’est-a-dire les quantites 

L, M, N, 

il est clair que les conditions necessaires et suMsantes pour I’^quilibrc 
seront exprimees par les deux formules 

(0 v^X*+Y» + Z* = o, v'J^s-t-M»-4-N*=o, 

auxquelles on peut substituer les six equations 

( 3 ) |X = o, Y=o, Z=o; 

( L =0, M = o, N=:0. 

Si I une des forces P^, . . avait son point d’application situe dans 

le plan du triaiigle AA'A", il arriverait de deux choses I’une : ou cette 
force se trouverait elle-mdme comprise dans le plan du triangle, et 
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alors felle pourrait etre remplacee par deux, composantes appliquees a 
deux sommets de ce triangle, par exemple, aux points A, A'; ou elle 
serait dirigee suivant une droite qui couperait le plan, et pourrait 
alors etre appliqu6e a un nouveau point de cette droite que Ton sup- 
poserait invariablement lie avec tons les points du systeme. Ce nou- 
veau point 6tant situe hors du plan du triangle, toute difficulte dispa* 
raitrait. Dans Tun et I’autre cas, on parviendra 6videmment aux 
conclusions que nous avons precederament obtenues. On arriverait 
aussi au m6me resultat en substituant au triangle AA'A" un triangle 
quelconque dont les trois sommets seraient lies invariablement au 
systfeme des points donn6s. Done, en definitive, pour que des forces 
quelconques appliquees aux differents points d’un systeme invariable 
se fassent equilibre, il est necessaire et il suffit que la force principale 
et le moment lineaire principal s’evanouissent, ou, en d’autres termes, 
que les sommes des projections algebriques des forces donnees et des 
projections algebriques de leurs moments lineaires se reduisent a 
zero.’ Lorsque le systbrae des forces donnbes ne satisfait pas aux condi- 
tions d’equilibre, on peut a ce premier systeme de forces en joindre un 
autre choisi de maniere que rbquilibre se trouve retabli. Soient, dans 
cette hypothbse, 

X., Y., Z., L., M„ N. 

ce que deviennent les quantites 

X, y, Z, L, M, N 

lorsqu’on passe du premier systbmeau second. On aura necessairement 



j X-t-X. = o, 

Y-f-Y,=o, 

Z -j- Z[ — o 

(8) 

( L -t- Li = 0, 

M *4- Ml = o, 

N-hNi = o 

ou, ce qui 

revient au mbme. 



(9) 

1 

1 

II 

1 

II 

Z»=-Z; 

i 

1-f 

1 

11 

M, = -Mi 



Reciproquement, si les equations qui precedent subsiStent, la reunion 
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des deux systfemes produira I’equilibre. Done, pour quo deux syslemcs 
de forces appliques a des points lies invariablemcnt los uns aux autres 
se fassent mutuellement equilibre, il est necessaire ct il suffit que, 
dans le passage du premier systeme au second, les sommes des projec- 
tions algebriques des forces et des projections algebriques do lours 
moments lineaires’ conservent les memes valeurs num^riques, mais 
changent de signes. 



STJR QUELOtJES FORMULES 


RELATIVES A LA DETERMINATION 

DU RSSIDU INTfiGRAL D’DNE FONCTION DONNfiE. 


Soil f{z) unc fonction clonnee de la variable s. Si le produit 

(>) 

s’cvaiiouit pour dcs valeurs infinies, reelles ou imaginaires de cette 
variable, on aura (uoirp. i4i) 

Si, au contraire, le produit (i) se reduit, pour des valeurs infinies de s, 
a la constante on trouvera 

( 3 ) £,(( 7 ( 5 ) ))=^^. 

Or, si Ton pose s = le produit (i) se changera dans le rapport 



et la constante designee par i coincidera evidemment avec la valeur de 
ce rapport correspondante a a = o, ou, ce qui reyient au mSme, avec 
Ic residu de la fonction 
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no determination du residu integral 
relatif a une valeur nulle de u. On aura done 


-<!>((«>))-<--(( 5*)) 


et la formule (3) pourra 4tre remplacee par la suivanU* : 


{«) 






Or cette derniere ne dolt pas etre restreinte aii cas oii lo produit -y (-) 
conserve une valour finie pour des valeurs infinies de inais elle sub- 
siste generalement lorsque le residu de la fonction (5), corrospondant 
a une valeur nulle de u, se reduit a une constantc ddtorjuineo. C’est 
CO que nous allons faire voir. 

Si Ton suppose le signe £, relatif a la variables, on aura, en vertu 
des principes 6tablis k la page 33, 


( 7 ) 


4il-r_ilzL 

‘^ ((**)) {« — •») 


+ 0, 


U representant une fonction de u qui conservera une valeur finie 
pour M = o; puis, en developpant I’expression 


Ai 

— i)’ 

et designant par m le nombre des racines de I’equation 
(8) -^ = 0 

qui se reduisent a zero, on trouvera 

(9) £(|l=i. r:^ + -L ^ ^ 


«* a o ((s*)) ^ C' -((jS)) 


an) 
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Si, (le plus, on remet pour u sa valeur i et si I’on pose 


(lo) U«<* = r!j(3) ou U = s-nr(3), 

on tirera de I’equation (9), multipliee par u®. 


(lO /(-) = 




I r 

- ((«*)) 


r 


m) 




:Aii 

((«)) 


-ro(5). 


Si maintenant on prend le rcsidu integral de chacun des membres de 
la formule (11) par rapport a s, et si Ton a egard aux equations 


L 



=1. 


£,((0) = o, 




r ((=»•)) =0, 


on trouvera 
(12) 




i((/(--)))=£^ 


r((Br(3))). 


D’ailleurs, puisque la fonction U conserve une valeur finie, quand on 
suppos.o « = o, la raeme supposition fera necessairement evanouir le 
produit 

U u = 5OT(a). 


On aura done 


(i3) 




0; 


et, par consequent, I’^quation (12) entrainera la suivante 


(i4) 


•^(7) 

£,«/(=) 


J 


qui ne difffere pas de la formule (6). On pourrait encore etablir la 
meme formule k I’aide des raisonnemehts que nous aliens indiquer. 

Si Ton remplace imm6diatement, dans la formule (7), u par -> et 
si Ton a 6gard k 1’ Equation 




172 D^ITERMINATION DU RISSIDU INTlilGUAL 


on trouvera 
(i3) f{s) 


p4i).r_£(iL 


-[- CT ( 5 ) . 


De plus, on reconnaitra facilement quo Tcxprcssion 


(i6) 




> 


consideree comnie fonction de la variable z, donne pour r^sidu integral 
relatif a cette variable une quantity nulle. En clTet, ce dernier rcsidii 
ne pourrait differer de z6ro que dans le cas oil, en designant par ^ une 
valeur finie de z et par j = s, s = C + s' des valeurs de s et de z, inti- 
niment rapprochees. Tune de zero, I’autre de 'C on obtiendrait, pour 
le developpement de la fonction 


s{\—zs) e[i — e(? + £')]’ 


suivant Ics puissances ascendantes de s et de s', une serie de terines 
dont riin serait reciproquement proportionnel au produit se'. Or il est 
clair que le developpement dont il s’agit ne renfermera point de terme 
de cette espfece. Cela pose, si Ton prend le residu integral, relatif a s, 
de chacun des deux membres de la formule (r5), on retrouvera 6vi- 
demment I’equation (i4) ou, ce qui revient au meme, la formule (6). 

Concevons a present que, dans la formule (6), on substitue ii la fonc- 
tion /(s) le rapport 

.m 

* z — X 


On en tirera 


L 






•sx) 


et, par suite, 
(» 7 ) 


A^) = l 


((/(^))) 


I 


((«)) (s — •*■») 


X — z 
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Telle est I’equation que Ton devra substituer h. la formule (Sg) de la 
page i 43 » si la fonctiony‘(s) devient infinie cn mfeine temps quo la 
variable s. 

Lorsque /"{x) est une fonction entifere de -v, le residu integral 

rMflL) 

^ X — z 


s’evanouit, attendu quey‘(5) conserve une valeur finie pour une valeui* 
fmie quelconque de la variable s, ct I’equation (17) se reduit a 


(- 8 ) 




/ 


(j) 


((5))(i — 5.r) 


11 est facile de verifier cette dernifere formule. En effet, supposons 


(19) = + 1 , 


a, b, c, I designant des coefficients constants, et to un uouibre 

entier. En vertu de ce qui a ete dit (p. 24-25), le second membre de la 
formule (18) ne sera autre chose que le terme independant de la quan- 
tite infiniment petite e, dans le developpement du produit 





I + £.r + . . 


) 


en seric ordonnee suivant les puissances ascendantes de cette meme 
quantite. Or le terme d.ont il s’agit est evidemment egal au poly- 
nome (rg). 

Concevons ii present que f{cc) represente une fonction rationnelle de 
la variable cc, en sorte que Ton ait 


(21) 


/(^) = 


F(^)’ 


f(a;) et F(<k) designant deux fonctions entibres de la meme variable. 
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Si le degre de f(af) est inferieur h celui de F(.*.‘), le vosidu 

(2a) p 


s’evanouira, 

(>3) 




suftira, comme on I’a dit (p. 35), pour la decouipositioa do la fraction 
rationnelle /(a?) en fractions simples. Au contrairc, si lo <Iegi*c do f(£c) 
surpasse le degre de F (a;), la fonction 

f(£) 

F(a?) 


se trouvera decomposee par I’equation (17) en deux parties dont Tune, 
savoir 


124 ) 


p ((/(^))) 

x — z 


9 


representera la somme des fractions simples dont I’addition foiirnit lo 
reste de la division de f(a!),par F(a?), tandis quo I’autre partie, c’esl- 
a-dire, I’expression (22), representera le quotient de cettc memo 
division. 

Supposons, pour fixer les idees, 


(25) 


/(^) = 


AlLfl. 

a? H- 


On tirera de I’equation (17) 


(26) 


_ p 1 + P i-l-s‘ 

+ <^((5 + 5»))(d; — .s) + ((J» ))(!_, r;)' 


On trouvera d’ailleurs 


I 




= r 




({z ^,) )) 




1 I 

a: — ^ a? + 
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et 


r 


I + . 


Fai* consequent la formule ( 26) donnera 
r + .// 




(27) 


JC.' ~t~ iXi* 


I 

it! 


X + V — I 




ce quL est exact. 

Concevons enfin que la foncLion /(a?) devienne transcendante. Alors, 
pour que la formule (17) subsiste, il sera necessaire que I’expression (22) 
se reduisc a une coiistante determinee. G’est ce qiii arrivera, par 
exemplc, si Ton suppose 

1 


(28) 


/(.») = col 


a? 


Dans ce cas particulier, on trouvera 


p ((/(^))) ^ p 

a? — z ^ 


sin - 
s 


'(—-)( 

^cosi 

)) 



I I 

I 

1 

f 

I 

71- 1 



% 


1 

a? 

2 7T - 

971* 

1 

Stt 

l T 

I 

I 

1 

I 

TT^ , I 

- 

TT 

47r® 

I 

x-h- 

2 TC 

97 :* 

1 

2 — 

St: 


ou, ce qui rcvient au meme, 

C- jn — z ~ *' I 47r*d;*— I gTt-J?"— I J 

et de plus, en designant par e un nombre infiniment petit, 


(' ^ (=) _ r CPU 

(I — 5 a:) — sx) 

. / £ cols \ 




ecote 


(?£ 


(,— ga?)* (I — £a?)cos®£ 


= j:*. 
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Par suite, la formule (17) donnera 


I /I I r 

cot — = d? — QiV I 4- -} 

d? — J /iTT^d?^ — I aTC'^iZ:^ — I 


On trouvera encore cle menie 


x — a X 

5 — = j H h ax 

a- a 


' sin y/TT (tt "f 0 i 

v/ 7 r( 7 r-i“i) — x’^) 

4- sin \/2 TT ( 2 77 -H i ) I 

\/ 27 r(aTr 4 - 1 ) <35^4- i>- 7 r (r/-— a*-) 

^ sin v/37r(37r 4-1) r i 

v/ 37 r( 37 : 4 ~i) 3 ?: (f<r- — | 

1 

1 -I- sin \/7r(Tr— i) i j 

\/n(T:—i) <«*— TT («“— .ri*) 

^ sin\/27r(37T — 1) I 

v/2Tr(2Tr — i) «*— 27r 

^ siav/37r(37 r — i) i 

v/37r(37r — i) «*— 3 7:(«-— .*•*) 


Les deux equations qui precedent suffisent pour inontrcr le parti quo 
Ion peut tirer de la formule (17). Nous ajouterons quo, si, dans I’e- 

quation (29), on remplace aj par -» on se trouvera precisement ramene 
a la formule (62) de la page 144. 



SUR UN 


THEORfiME RELATIF All CONTACT RES COURBES. 


Lorsque deux courbes se touchent en un point donn4 P, et que 
Ton marque sur ces courbes, prolongees dans le raeme sens, deux 
points Q, R, situes a des distances 4gales et infiniment petites du 
point de contact, ces distances sontles deux cotes d’un triangle isoscble ; 
et, comme chacune d’elles forme avec la tangente aux deux courbes 
un angle tres petit, on pent affirmerque la base du triangle isoscele est 
sensiblement perpendiculaire k ces memes courbes. On ne devra plus 
en dire autant si le rapport entre les cordes ou distances PQ, PR, sup- 
posees infiniment petites, n’etait pas rigoureusement egal a I’unite, 
mais en differait tres peu; et, dans ce dernier cas, on pourraitseulement 
assurer que la distance QR forme avec chacune des cordes PQ, PR un 
angle sensible. Ainsi, quoique le rapport entre ces cordes se rapproche 
beaucoup de I’unite, quand les deux arcs deviennent rigoureusement 
egaux, on pourrait douter que, dans cette hypothese, la distance QR 
fut sensiblement normale aux deux courbes donnees. C’est neanmoins 
ce que Ton peut facilement d^montrer k I’aide des considerations sui- 
vantes. 

Supposons que les longueurs 6gales portees sur la premikre et la 
seconde courbe, k partir du point de contact, aboutissent, d’une part, 
au point (a;,y,z), de I’autre, au point (S, yi,Q. Soient, de plus, ^ et; 
les arcs renfermes : i“ entre un point fixe de la premikre courbe et le 
point {co,y, s); 2 ° entre un point fixe de la seconde courbe et le point 
(5,7), 5). Tandis que les coordonn6es x, y, s; 5» ■»!» ^ varieront simulta- 
n6ment, la difference 

i — s 


OEuvres da C. — S. II, t. VI. 
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restera invariable, et Ton aura en consequence ? = ^ + const, 

(i) ds. 

Soient d’ailleurs a, p, y les angles que forme, avec les demi-axes dcs 
coordonnees positives, la tangente commune aux deux courbes, pro- 
longee dans le meme sens que les arcs 5 et ? ; a la longueur do la droite 
menee du point n, C) au point {.v, y, 5) ; enfin X, [/., v les angles que 
forme cette droite avec les demi-axes des coordonnees positives. On 
aura sensiblement 


(2) 


dx 

cosa— —r 
ds 


di 


cos^ = 


dy df\ 

ds rfs ’ 


cosy = 


ds 

ds 


di’ 


(3) a = V^(a; — |)*4.(-y_Y,)s+(-_5y±^ 

(4) COsX=i— f, COSft=^^-^, cosvr 

o a 


et 1 on tirera des formules (2) reunies a I’equation (i) 


ds^=. t^-hdn*+di;^ 


ou, ce qui revient au meme, 

(а) {dx + d^)(dx — (^) + {dy + d-n) {dy — dn)-h {dz -h cH:) {ds — dZ) = o. 
Or les equations (2) donneront 

(б) dx + dl dy + d-n ds + dii 

cosa cosp cosy —^ + dg = 2ds. 

De plus, en faisant converger h vers la limite zero, dans la formula ( 3 ) 
de I addition placee a la suite des Legom sur le Calcul mfmitdsimai, 
on en conclut que, dum h voisinage d'une vahur panicuUim de x, qid 
fm evanomr deux fonctwns donnies, le rapport erure ces fonctions diffire 
t^peu du rap^rt emre leurs dimies, et par consequent du rapport entre 
tears dSffererateUes, quand mime ces diffirentielles et ces deriv^es diva- 
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nouiraient a leur tour pour la vahur pankuRire dont ilsagit. En appli- 
quant ce principe aux seconds membres des formules ( 4 ). on recon- 
naitra quo les quantiles cosX, cosfx., cosv peuvent etre determinees 
approximativement par les formules 

, dx — dt dy —d'f\ dz^ 

^7) cosA=-^, cosf.= -^— , cosv = -^. 

On aura done a trfes peu pres 

dx — dl dy — dy\ ds — ' 

(8) ^=- = -=d^. 

'■ ' cos A COSjJl COS’J 

('ette dernibre equation sera d’autant plus exacte que les points {x,y, z) 
et ( 5 , 7 ), ?) se trouveront plus rapproches du point de contact des deux 
courbes. Si maintenant on remplace, dans la formule (5), les sommes 

dx + d^, c??' dz-hdl^ 

par les quantites cosa, cosp, cosy, qui sont entre elles dans les mdmes 
rapports, ot les differences 

dx — d^, dy — drn, dz — dZ 

par des quantites proportionnelles k ces differences, savoir, cosA, cos[^ 
cosv, on trouvera definitivement 

(g) cosa cosA cos|3 cos/x + cosy cosv = o. 

Or la formule ( 9 ) exprime que la droite men4e du point (a?, y, s) au 
point {1, 7 ), est sensiblement perpendiculaire a la tangente commune 
aux deux courbes ou, ce qui revient au m^me, sensiblement parallele 
au plan normal. On pent done enoncer le theoreme suivant, qui est fort 
utile dans la th 6 orie des contacts des courbes : 

THtOBkME I. — J^tant donndes deux courbes qui se touchent, si, dpartir 
du point de contact, on porte sur ces courbes, prohngies dans le mime 
sens, des hngueurs dgales, mais tris petites, la droite qmjoindra les extri- 
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mites de ces longueurs sera sensiblement perpendicuiau'e a la tangente 
commune aux deux courhes. 

Lorsque, dans ce theorfeme, on remplace la seconde courbe par une 
droite tangente k lapremikre, il se transforme en un autre dont voici 
I’enonce : 

Ta^ORfarE II. — Si, dpartir d’un point donni _sur une courbe, on porte 
surcette courbe et sursa tangente, prolongees dans le mime sens, des lon- 
gueurs igales et tris petites, la droite qui joindra les extrimites de ces lon- 
gueurs sera sensiblement perpendkidaire a la tangente ou, ce qui revient 
au mime, sensiblement paraUile au plan normal. 

Concevons, pour fixer les id6es, que Ton d^signe par i chacune des 
longueurs egales portees sur la courbe et sur sa tangente k partir du 
point donn6. Les angles formes avec les demi-axes des coordonn6es 
positives par la droite qui joindra les extremites de ces deux longueurs 
seront des functions de *; et, si Ton fait converger i vers la limito zero, 
ces angles convergeront en general vers certaines limites et s’appro- 
cheront indefiniment de ceux qui determinent la direction d’une cer- 
taine normale avec laquelle la droite dont il s’agit tendra de plus en 
plus a se confondre. Cette normale, qui merite d’etre remarqu^e, est 
celle que nous appellerons normale principale. Pour en fixer la direc- 
tion, il suffirait de recourir aux formules (7) et au principe 6nonc4 k 
la page 178. On pent aussi arriver trks facilement au mSme but par 
la methode que nous allons indiquer. 

Designons par x, y, z les coordonn^es du point de la courbe qui 
coincide, non plus avec I’extr^mite, mais avec I’origine de la lon- 
gueur i, c est-a-dire, les cqordonn^es du point par lequel on mkne une 
tangente k la courbe. Soit toujours j I’arc compte sur la courbe entre 
le point {ee,y, z) et un point fixe place de manikre que la longueur * 
serve de prolongement k I’arc s. Soient encore a, p, y les angles que 
forme, avec les demi-axes des coordonn^es positives, la tangente au 
point {x,y, prolongee dans le meme sens que I’arc s. Si Ton prend 
cet arc pour variable independante, I’extr^mite de la longueur i, port6e 
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sur la courbe, aura evidemment pour coordonnees trois expressions de 
la forme 



I, J, K devant s’evanouir avec i; taudis que I’extremite d’une autre 
longueur egale a i, portee sur la tangente et comptee dans le meme 
sens que la premifere, aura pour coordonn6es 

X -h IdO^OL^X -H « -T-? 

ds 

„r + icosp=/ 

.dz 

z H-jcosy=s + 



Gela pose, si Ton nomme s la distance comprise entre les extremites 
des deux longueurs, et ps., v les angles formes avec les demi-axes des 
coordonnees positives par la droite qui, partant de I’extremite de la 
seconde longueur, se dirige vers I’extremite de la premifere, on aura 
evidemment 


( 12 ) 

(i3) cosX 



et, par suite. 


(i4) 


COsX COS[JL _ C08V 

-rr + I -ft+^ -7T-t"K 

ds^ ds^ ds* 
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Si maintenant on fait converger /vers la limite zero, les valeurs iiume- 
riques de I, J, K decroitront indefiniment, et, en passant aux limites, 
on tirera de la formule (i 4 ) 

- V A _ COSfJL _ COSV I 

Les angles I, [a, v daermin^s par cette dernifere formule sont ceux qui 
se trouvent compris entre la normale principale, prolongee dans un 
certain sens, et les demi-axes des coordonnees positives. La m 4 me for- 
mule devrait etre remplac6e par la suivante 

, COsX COSfA _ COSV I 

si la normale principale avait Ste prolongee en sens contrairc. Ajou- 
tons que les equations (i 5 ) et (i6) sont renfermees Tune ct I’autre 
dans la seule equation 

COS^ _ C08[A _ COSV 


D’ailleurs, on a evidemment 
(t8) 


dx 

COS« = 

ds 


a dy 
cosp=^, 


ds 

cos7=^, 


et Ton en conclut, en prenant toujours I’arc s pour variable indepen- 
dante, que la formule (17) peut 6tre r6duite a 


(19) 


COSX _ COSfA _ COSV 

</cosa ~ dcosp rfcosy’ 


Si Ton cessait de prendre Tare s pour variable independante, la for- 
mule {17) deviendrait inexacte. Mais la formule (19) existerait tou- 
jours : et, en substituant dans celle-ci, a la place de cosa, cos^, cosy* 
leurs valeurs tiroes des formules (18), on trouverait 


( 20 ) 


COsX COSfl 


COSV 


j(dx\ j/dy\ jfdzX 

d(^) d(^) :r I 

\ds J . \d$ J \ds } 
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Nous observerons, en finissant, que la normale principale est toujours 
celle sur laquelle se compte le rayon de courbure de la courbe pro- 
pos6e. Dans le cas oil cette courbe devient plane, la normale principale 
reste comprise dans le plan de la courbe. 



SUR LES DIVERS ORDRES 

DE 

QUANTITfiS INFINIMENT PETITES. 


Dans quelques-unes des questions qui se rattachent au Calcul infi- 
nitesimal, et particuliferement dans les questions relatives au contact 
des courbes et des surfaces, il peut 6tre utile de considtirer, non seu- 
lement des quantit6s infiniment petites du premier, du second, du 
troisibme ordre, etc., mais encore des infiniment petits dont los ordres 
soient repr^sentes par des nombres fractionnaires ou meme irration- 
nels. La seule dilficulte qu’on eprouvc alors est de se former une idee 
precise de Tordre d’une quantite infiniment petite. Toutefois cette dif- 
ficulte disparaitra si I’on definit I’ordre dont il s’agit comme nous 
allons le faire. 

Designons par a un nombre constant, rationnel ou irrationnel; par i 
une quantite infiniment petite; et par r un nombre variable. Dans le 
systfeme de quantit^s infiniment petites dont i sera la base, une fonction 
de i representee par y(i) sera un infiniment petit de Vordre a, si la 
limite du rapport 

(I) M 

i’' 

est nulle pour toutes les valeurs de r plus petites que a, et infinie pour 
toutes les valeurs de rplus grandes que a. 

Cette definition admise, si Ton designe par n le nombre entier egal 
ou immediateinent superieur a Tordre a do lu quantity infiniment 
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petite f{i), lo rapport 

.m 


sera le premier terme cle la progression geometrique 



qui cessera d’etre une quantite infiniment petite; d’oti Ton conclut, en 
raisonnant comme dans I’addition placee a la suite des Legons sur le 
Calcul infinitesimal, que sera la premiere des fonctions 


(3) m, fii), ... 


qui cesscra de s’evanouir avec i. 
Quant au rapport 

(4) 


f{i) 


quo Ton deduit de I’expression (i) en posant /• = «, il pent avoir uno 
limite fmie, ou nulle, ou infinie. Ainsi, par exemple, 




1(7)’ 


l(i) 


sont trois quantites infiniment petites de I’ordre a, et les quotients 
qu’on obtient en les divisant par i“, savoir . 


1(7)’ 


.out pour li mites respectivevS 

I, 


o 


el 


I 

o 


Cela pose, on etablira sans peine les proprietes des quantites infi- 
niment petites et, en particulier; les differents theorfemes que nous 
allons enoncer : 

Tb^or^me I. — Si, dans un systeme quelconqm, on considere deuoc 
quantites infiniment petites d’ordres diffirents , pendant que ces deuce quan- 
OMuvrea de C.-&.n,t.yi. 
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tiles s’ approcheront indefinirnent de zero, celle qui sera d’un ordre plus 
eleve finira par obtenir constamment la plus petite vaieur numdrique. 

Ddmonstmtion. — Concevons que, dans le systeme dont la base est i, 
on designe par I=/(i) el par J = F(i) deux quantiles infmiment 
petites, la premiere de I’ordre a, la secondc de I’ordre b; et supposons 
« < &. Si I’on attribue au norabrc variable r une valeur comprise cntrt; 
a et b, les deux rapports 

I J 

r I 

auront pour limites respectives, le premier le second zero, et, par 
suite, le quotient de ces rapports ou la fraction 


J 

1 

aura une limite nulle. Done la valeur numerique du numerateur J 
decroitra beaucoup plus rapidement que celle du denominateur I, et 
cette dernifere finira par devenir constamment sup6rieure I’autre. 

TuEORtiME II. — Soient a, b, c, . . . les nomhres qui indiquent, dans iin 
systeme determine, les ordres de phisieurs quantiles infiniment petites, et a 
le plus petit de ces nombres'La somme des quantitds dont il s’agit sera un 
infiniment petit de I’ordre a, 

Ddmonstration. — Soit toujours i la base du systbme adopts. Soient 
de plus I, J, ... les quantites donnees, la premiisre de I’ordre a, la 
vseconde de I’ordre b, etc. Le rapport de la somme I h- J . a la 
quantite I, savoir 


aura pour limite I’unite, attendu que les tennes • auront des 
limites nulles. Par suite, le produit 
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aura la mfime limite que le rapport 

I 

r 

(it, puisque ce dernier rapport a une limite nulle ou infinie, suivant 
qu’on suppose r<a ou r>a, on pourra en dire autant du rapport 

T + J+... 

Done 14-34-... sera une quantite inflniment petite de I’ordre a. 

CoroUaire. — Les raisonnements par lesquels nous venons d’etablir 
le tli6orbme I montrent 6viderament que, pour de tr'espetites valeurs 
numeriques de la base i, la somme de plusieurs quantit^s inflniment 
petites, rangees de manifere que leurs ordres ferment une suite crois- 
sante, est positive ou negative, suivant que son premier terme est lui- 
raeme positif ou negatif. 

TnfioafiME III. — Dans un systime quekonque, le prodidt de deux quan- 
titds inflniment petites, dont les ordres sont designds par a et par h, est une 
aiUre quantitd infiniment petite de I'ordre a + b. 

Ddmonstration. — Soient toujours i la base du system e que Ton 
considere, et I, J les quantiles donn^es, la premifere de I’ordre a, la 
seconde de I’ordre b. Les rapports 

i 1 

£'•’ I* 

auront des limites nulles, toutes les fois que Ton supposera r <ia, 
s<b; des Mmites infinies, toutes les fois que Ton supposera r>a, 
.V ]> et I’on pourra en dire autant du produil 

I J __ IJ 

!>• I* 

II en resulte 6videmment que le rapport 

IJ 
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aura une limite nulle pour r+ s<^a-hh, et une limite infinie pour 
/ Done le produit IJ vsera une quantitc infiaiment petite 

de I’ordre a ->rb. 

Nota. — Si Tun des facteurs se r6duisait h unc quantite tinic, le 
produit serait evidemment du menie ordre que I’autre facteur. 

Corollaire. — Dans un systeme quelconquo, le produit de plusicurs 
quantites infiniment petites dont les ordres sont desi}?n6s par a, b, 
c, ... est une autre quantite infiniment petite do I’ordre « + />> + <?+.... 

TufiORiiME IV. — Si trois quantitds infinunenl petiles sont telles que, la 
premiire dtant prise pour base, la seconds soil de I’ordre a, et que, la 
seconds etant prise pour base, la troisiime soit de I’ordre b, ceUe-ci, dans 
le systdme qid a pour base la premiire, sera d’lin ordre iquivalent au piv- 
duit ab. 

Ddmonstration. — Soient i, I et J les trois quantites donnees, on 
sorte que les deux rapports 



aient des limites nulles quand on suppose a la fois rc^a, sC^b, et des 
limites infinies quand on suppose a la fois r'^a,s'y> h. 11 est clair que 
le pi'oduit 



aura une limite nulle pour rs<C^ab, une limite infinie pour rs'y>ab\ et, 
par suite, que, si Ton prend * pour base, J sera une quantity infiniment 
petite de I’ordre ab. 

CoroUaire /. — Le rapport entre les ordres de deux quantites infi- 
uiment petites J et I reste le m^me, quelle que soit la base du systeme 
que 1 on adopte, et ce rapport est Equivalent au nombre b, qui indique 
1 ordre de la premibre quantite quand on prend pour base la seconde. 
Done, si, apres avoir dEterminE pour une certaine base les ordres de 
plusieurs quantitEs infiniment petites, on vient k changer de base, les 
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nombres qui indiquent ces divers ordres croitront ou decroitront tons 
a la fois dans un rapport donne. 

Corollcure II. — Si Ton suppose, dans le theoreme IV, que la quan- 
tile J se rcduise k la quantile i, on aura evidemment ab = i, b = y 
Done, si, dans le systeme dont la base est i, la quantile I est un infi- 
niment petit de I’ordre a, i sera de I’ordre ^ dans le systeme qui aura 

pour base la quantile I. Ainsi, pjir exemple, lorsque I, considere coniine 
fbnetion de i, est un inbniment petit du premier ordre, on peut en dire 
autant de i considere comme fonction de I. 

Le second corollaire, reuni au premier, entraine evidemment le sui- 
vant : 

Corollaire III. — Si deux quantiles infinimentpetites sont tellcs que. 
Tune etant prise pour base, Tautre soil du premier ordre, le nombre 
qui.expriniera I’ordre d’une quantile quelconque restera le nieme dans 
les deux systbmes qui auront pour base les deux quantit6s donnees. 

On parvient encore assez facilement a demontrer, ainsi que nous 
I’avons fait h la page 170 des Logons sur le Calcul injinuesimal, un 
theoreme qui peut etre employe avec sucefes dans la theorie des inte- 
grales singuliferes des equations differentielles, et que nous allons rap- 
peler ici. 

TH^;oR^!ME.V. — Si Von designe par i et par f{i) deux quantiles inji- 
niment petiles, z 6 ro sera la vakur unique ou Vane des valeurs que recerra 
h produit 

... fi£i 

f'(i) 

lorsqu on y fera dvanouir la quantile i. 

Nous ajouterons que, si la fonction f{i), dans le systfeme de quan- 
tiles infiniment petites dont i reprbsente la base, estuh infiniment petit 
de I’ordre a, le nombre a sera ordinairement la valeur unique ou du 
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inoins Tune des valeurs que recevra le produit de t par la fraction (5) 
renversee, c’est-a-dire le rapport 


(0) 


f{i) di 


lorsqu’on y fera evanouir la quantite i. C’est ce qui arrivera, en par- 
ticiilier, si Ton prend pour f[i) Tune des fonctions 


j^> i“sin4> 


Toutefois il existe des fonctions auxquelles cette reinarque n’est pas 
applicable. On peut citer, comme exemple, la fonction imaginaire 

^cos J 4- \/^ sin • 

En effet, si I’on pose 

( 7 ) /(0 = ^cos4 4-\/^sinA^ = 

/(/■) sera infiniment petit de I’ordre a, et Ton trouvora 

¥ 

(8) 

/(£) iV '• 

Or il est clair que cette derniere expression acquerra unc valeur infinie 
pour une valeur nulle de la quantite i. 


SUR LES CONDITIONS DtQUlVALENCE 


DE 

DEUX SYSTEMES DE FORCES 

APPLIQC^ES 

A DES POINTS LIES INVARIABLEMENT LES UNS AUX AUTRES. 


On dit en M6canique que deux systfemes de forces, dont les points 
d’application se trouvent assujettis a des liaisons quelconques, sont 
equivalents, lorsqu’un troisieme systfeme, choisi de manifere k faire 
equilibre au premier, fait en meme temps ^quilibre au second. Cela 
pose, si les points d’application ont et6 lies invariablementles uns aux 
autres, il est clair que, dans le passage du premier systeme au troi- 
si^me, ou du second au troisifeme, les six quantit4s ci-dessus repre- 
sentees (pages i5r et suivantes) par 

X, Y, Z, L, M, N 

devront conserver les mfimes valeurs numeriques, mais changer de 
signe. Par consequent, dans le passage du premier systfeme au second, 
elles conserveront les memes valeurs numeriques et les memes signes. 
Ainsi, pour que deux systhmes de forces appliquees a des points lies 
par des droites invariables soient equivalents, il est necessaire et il 
suffit que de part et d’autre les projections algebriques des forces etde 
leurs moments lin6aires fournissent les m^mes sommes, ce qui revient 
k dire que ces deux systhmes doivent avoir la mdme force principale 
et le mSme moment lineaire principal. 

Concevons maintenant que, pour un systbme de forces appliqukes a 



192 SUR LES CONDITIONS D ’EQUIVALENCE 

des points li6s invariablement les uns aux autres, on connaisse les six 

quantites 

X, Y, Z, L, M, N. 

Pour que ce systfeme soit reductible a une force unique ou, en d’au- 
fres termes, pour qu’on puisse le remplacer par une force equivalente, 
il sera n4cessaire et il suffira que les six quantites donn6es soient pro- 
pres a representer les projections algebriques d’une seule force et de 
son moment lin^aire. Par suite, il sera n^cessaire et il suffira que Ton 
ait en raeme temps 

(i) XS4-Y*-1 -Z*>o, 

12 ) LX + MY + NZ = o. 

Ces conditions etant supposees remplics, la force equivalente au sys- 
tl'ine donnesera ce qu’on nomme sa resultante, el cette resultante no 
sera autre chose que la force principale appliqu^e a I’un des points de 
la droite dont les coqrdonn^es y), ^ v6rifient les trois Equations 

[■oZ-KY = L, 

(3) CX-?Z:^M. 

( ^Y-nX = N. 

Si Ton avait a la fois 

(4) X = o, Y = o, Z = o, 

I’equation (a) serait toujours verifiee. Mais la formule (i) se trouverait 
remplacee par la suivante ; 

(5) X»+Y* + Z* = o. 

Dans ce cas, le systeme donne sera evidemment reductible a deux 
forces 6gales et parallbles, mais dirig^es en sens, contraires, de ina- 
niere a former un couple. En effet, pour obtenir un couple equivalent 
au systems dont il s’agit, il sufISra de choisir ce couple de telle sorte 
que son moment lineaire ait pour projections a1g6briqaes sur les axes 
les trois quantites 


L, M, N. 
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Pour y parvenir, on tracera un demi-axe qui forme avec ceux des 
coordonnees positives des angles dont les cosinus soient respective- 
ment 

L M N 

\/L* + M* + Ns’ \/LSh- + + 

on inencra par un point quelconque de I’espace un plan perpendicu- 
laire ce demi-axe, et par deux points pris arbitrairement dans ce 
plan deux paralleles quelconques; enfin on divisera le radical 

s/IF+WTW^ 

par la distance des deux paralleles, puis on portera sur elles, dans 
des sens opposes, deux forces egales representees par le quotient et 
dirigees de mariibre que chacune tende a faire tourncr le plan de 
droite a gauche^ soit autour du demi-axe primitivement construit, soit 
autour d’un demi-axe parallele dont I’origine coinciderait avec le 
point d’application de I’autre force. II resulte de ces observations 
qu’aprfes avoir obtenu un couple Equivalent au systbme donne, on 
pourra, sans changer I’elfet de ce couple I’elativement a I’equilibre, 
transporter son plan parallblement h lui-meme partout oh Ton vou- 
dra, et faire varier arbitrairement, dans ce plan, non seulement les 
points d’application des deux forces, mais encore les droites suivant 
lesquelles elles agissent. Ces droites etant supposees connues, on en 
deduira immediatement I’intensite de chaque force. II est bien entendu 
que les points d’application des deux forces du couple sont censes lies 
invariablement I’un k I’autre et a tons les points que Ton considere. 

Si, pour le systemo de forces donnE, I’Equation (2) cessait d’etre 
vErifiEe, on pourrait substituer k ce systeme la rEunion de deux autres 
qui donneraient, pour les sommes des projections algEbriques des 
forces et de leurs moments linEaires, le premier les six quantitEs 

X, Y, Z, o, o, o, 

et le second les six quantitEs 

O, O, 0; L, M, N. 
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Le premier des deux nouveaux systemes pourralt etre remplace par la 
force principale appliyuee a I’origine des coordonn 6 es, ct le second 
par un couple. Par suite, cette force et ce couple reunis seraient equi- 
valents au systfeme donne. De plus, il serait permis de fiiire passer le 
plan du couple par I’origine et meme d’appliquer a cette origine une 
des forces du couple, en la supposant dirigee suivant une droite quel- 
conque. Ajoutons que I’oi’igine des coordonnees pout etre transporter 
en un point quelconque de I’espace, d’oii il suit que le systlune donn 6 , 
quelles que soient les valeurs de X, Y, Z, L, M, N, pourra toujoiirs 
etre remplac 6 par la force principale appliquee a un point quelconque 
del’espace et par un couple. On arriverait aux memes conclusions en 
considerant ce systfeme comme forme par la reunion de deux autres, 
pour lesquels les sorames des projections algebriqucs des forces et de 
leurs moments lineaires seraient respectivement de la forme 

X, Y, Z, 7oZ-5,Y, 5oX-^oZ, ^„Y-7,X, 
o, 0 , o, L ““7oZ ^oY, ““ X ^oZ, N j^oY H“ 7 oX. 

Le couple qui, joint a la force principale, pent rcmplaccr un systeme 
donne, est ce que nous nommerons le couple principal de ce systeme. 
D’apres ce qu’on vient de dire, ce couple principal depend du point 
d’application de la force principale, et son moment lineaire est 6 gal et 
parallble au moment lineaire principal, quand on prend le point dont 
il s’agit pour centre des moments.- 

Comme, dans le cas oil Ton applique au meme point la force princi- 
pale et une force du couple principal, rien n’empechc de composer 
ensuite ces deux forces entre elles, il est clair qu’on pourra, si Ton 
veut, substituer au systbme donne, au lieu d’une force et d’un couple, 
un systbme compose de deux forces seulement. 

Nous terminerons cet article en faisant observer que Liquation (2) 
est satisfaite dans deux cas dignes de remarque, savoir : i® quand les 
forces donnees sont parallbles k une m 4 me droite, par exemple k I’axe 
des 5, puisqu’on a, dans cette hypothfese, X = o, Y = o, N = o; 
2® quand elles sont comprises dans un meme plan, par exemple dans 
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le plan des x, y, puisqu’on a, 'dans ce cas, L = o, M = o, Z = o. On 
cu conclut que, dans Tune et Tautre hypotheses, le systeme donne pent 
etre reduit, soit a une force unique, soita un couple de deux forces 
parallhles a I’axe des s, ou comprises dans le plan des ,v, y. Ajoutons 
quo, les quantites 

X, Y, Z, L, M, N 

ayant des valeurs quelconques, on pourra toujours decomposer le sys- 
tfeme qui leur correspond en deux autres tellement choisis, que ces 
nieines quantites deviennent respectivement, pour le premier systeme, 


et, pour le second, 


o, o, Z, L, M, o 
X, T , o, o, Oj *N j 


par consequent en deux systemes, dont I’un renferme seulement des 
forces paralleles a I’axe des s, et I’autre des forces comprises dans le 
plan des cc, y. 



USAGE DES MOMENTS LIN^AIRES 

DANS LA 

RECHERCHE DES EQUATIONS D’EQUILIBRE 

d’os 

SYSTfeME INVARIABLE ASSUJETTI A CERTAINES CONDITIONS. 


Dans I’article precedent, nous avons fait voir qu’un systeme do forces, 
appliqu4es a des points lies invariablemcnt les uns aux antros, pou- 
vait toujours etre remplace par la force principale, appliqu6e a uii 
point quelconque de I’espace, et par un couple; qu’on outre, il 6tait 
permis de supposer I’une des forces du couple appliquee au memo 
point que la force principale et dirigee suivant une droite quelconque 
menee arbitrairement par ce point. En partant de ces principes, on 
trouve facilement les conditions d’equilibre d’un systbine invariable, 
retenu par un ou deux points fixes. 

Concevons d’abord que le systbnae invariable soit retenu par un point 
fixe, et prenons ce point fixe pour origine des coordonnecs. Soient, a 
I’ordinaire, 

X, Y, Z, L, M, N 

les somnaes des projections alg^briques des forces donnees, et des pro- 
jections algebriques de leurs moments lin^aires, I’origine 6tant prise 
pour centre des moments. Le systbme de ces m^mes forces pourra etre 
remplace par la force principale 

(') R = v'XS-f-Y®-t-Z* 

appliquee k I’origine, et par un couple de deux forces Q. qui agiront 
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en sens contraire, suivant deux droites paralleles separees Tune de 
Tautre par la distance D, i’intensite Q de chaque force etant lieo a la 
distance D par I’^quation 

(S) QD = v/L® 4 - M* + N». 

Ajoutons qu’il sera permis d’appliquer la premiere foi*ce du couple, 
aussi bien que la force R, au point fixe pris pour origine des coordon- 
nees. Alors ces deux forces se trouveront immediatement detruites par 
la resistance du point fixe, et la seconde force du couple pourra seule 
produire un mouvement de rotation autour de ce point. Pour que toute 
espbce de tendance a un semblable mouvement disparaisse ou, en 
d’autres termes, pour que I’equilibre subsists, il sera necessaire et il 
suffira que la seconde force du couple s’evanouisse ou passe par I'ori- 
gine, c’est-k-dire que I’un des facteurs Q ou D du produit QD s’eva- 
nouisse. Par suite, il sera necessaire et il suffira que ce produit lui- 
meme se reduise a zero, ce qui donnera I’equation 


LSH-!ir-H-N* = o, 

h laquelle on pourra substituer les trois suivantes : 

( 3 ) L = o, M = o, N = o. 

En consequence, des six equations d’equilibre qui se rapportent a un 
systfeme invariable libre dans I’espace, les trois dernieres subsistent 
seules, lorsque ce systfeme est assujetti a tourner autour d’un point 
fixe et que ce point fixe est pris popr origine des coordonnees. Ces 
trois dernieres equations exprimenl que, pour le systbme des forces 
donnees, le moment lineaire principal relatif a Torigine s’evanouit. 

Si le systbme des forces donnees etait compose simplement de 

deux forces P, P', son moment lineaire principal ne pourrait etre nul 

/ 

qu^autant que les moments lineaires des deux forces seraient egaux et 
directement opposes ou, ce qui revient au meme, qu’aufant que les 
deux forces seraient comprises dans un meme plan passant par Fori- 
gine et auraient dans ce plan des moments egaux. On arriverait aiix 
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memes conclusions, en partant des equations (3) qui, dans le cas pre- 
sent, prendraient la forme 

P jy cos). + P'/>' cos V = o, 

Vp COSfi+ P'/>'COS|K.'= o, 

Pj9 COSV + P'/J'cosv' = O. 

L’equilibre que nous consid6rons ici est evideimnent celui d’uu levier 
coude, qui a pour point d’appui I’origine des coordonnees, et pour 
bras les droites invariables menees de cettc origins aux points d’appli- 
cation des forces P, P'. Les deux forces, devant avoir des moments 
egaux dans le cas d’equilibre, seront alors en raison inverse des per- 
pendiculaires abaissees de I’origine sur leurs directions. Si le levier 
est droit et que les deux forces soient paralleles, on pourfa substituer 
a la raison inverse des perpendiculaires la raison inverse des deux bras 
de levier. 

Passons maintenant a I’equilibre d’un systbme invariable autour do 
deux points fixes ou, ce qui revientau m6me, autour d’un axe fixe; et 
prenons cet axe pour axe des s. En conservant les mSmes notations 
queci-dessus, on pourra toujours remplacer le systeme des forces don- 
nees par la force principale 

R = V^X*-i-Y» + Z» 

appliquee a I’origine et par deux forces Q formant un couple dont le 
moment QD sera determine par I’equation 

QD = i/fc‘ + M* + N*. 

L origine se trouvant situee sur I’axe fixe et par suite 6tant elle-m4me 
fixe, si on lui applique, ce qui est permis, la premibre force du couple 
aussi bien que la force R, la seconds force du couple poun*a seule pro- 
duire un mouvement de rotation du systfeme invariable autour de I’axe 
fixe. Pour que ce mouvement devienne impossible, il sera nbcessaire 
et il suffira que la seconde force du couple agisse suivant une droile 
qui coupe I’axe des s ou, en d’aulres termes, que le plan du couple 
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passe par I’axe des z. Cette condition sera remplie sile moment lineaire 
dll couple est perpendiculaire a I’axe des s, auquel cas sa projection 
alg6brique sur cet axe, c’-est-a-dire la quantite N, devra se reduire ii 
zero. Done, pour le systeme invariable assujetti a tourner autour de 
I’axe des z, une seule equation d’equilibre subsiste, savoir, I’equation 

(4) N = o. 

On prouverait de m6me que I’^uation 

M=o 


exprime la condition unique d’equilibre dans le cas oil I’on fixe I’axo 
des y, et I’equation 

L = o 

dans le cas oil Ton fixe I’axe des a?. 

Si le systfeme invariable pouvait, non seulement tourner autour de 
I’axe des z, mais encore glisser parallblement k cet axe, il faudrait a 
r^quation d’equilibre 

(4) N = o 

joindre la suivante : 

’ (5) Z = o. 

En effet, Ics forces du couple pouvant etre cens6es agir suivantdeux 
droites parallfeles entre elles, mais perpendiculaires a I’axe, pour 
qu’il n’y eut pas, dans I’hypoth'ese admise, de mouvement dans le 
sens de I’axe, il serait n6cessaire et il suffirait que la force princi- 
pale R devint elle-meme perpendiculaire a I’axe. Or cette condition 
se trouve exprim6e par la forraule (5). 

Si plusieurs points du systbme invariable btaient assujettis k de- 
meurer dans un plan fixe donnb de position, par exemple dans le 
plan des ar, y, on dbcomposerait le systbme de forces qui correspond 
aux six quantitbs 

X, Y, Z, L, M, N 
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en deux autres tellement choisis, qiie ces six quantites devinssent 
respectivement 

0 , o, Z, L, M, o 

pour le premier, et 

X, Y, o, o, o, N 

pour le second. Le premier des nouvcaux systemes do forces serait 
r^uctible, ou a une force unique parallele a I’axe dos s, ou a un 
couple de deux forces qui, se trouvant comprises dans un plan paral- 
lels a I’axe, pourraieiit etre censees dirigecs dans cc plan suivant 
deux droites parallfeles a ce meme axe; et, commc, dans riiypothesc 
admise, les forces parallfeles a I’axe des s ou perpendiculaires au plan 
des ic, y ne sauraienl produirc aucun effet, il est clair quo les forces du 
second systfeme scraient les seules qui pussont troublcr I’equilibre. 
Or ce second systeme pout evidemment se reduire, soit a une force 
unique comprise dans le plan des se,y, soit a un couple do deux forces 
renfermecs dans ce memo plan, a moins que les trois quantiles 

X, Y, N 

ne s’evanouissent, c’cst-a-dire, a moins que Ton n’ait a la fois 

(6) X = o, Y = o, N = u. 

Si ces trois Equations ne sont pas verifiees, la force ou le couple equi- 
valent au second systfeme tcndra certainement a produire un mou- 
vement de translation ou dfe rotation des points situes dans le plan 
des X, y, et 1 equilibre ne pourra subsister. Au contraire, si les con- 
ditions (6) sont remplies, les forces comprises dans le plan des x, y 
pourront fetre remplac6es par une r6sultante nulle, d’oii il suit qu’elles 
se ferontmutuellement Equilibre; par consequent, dans I’hypotheso 
admise, les conditions d’equilibre se reduisent aux equations (6). 

Il est bon de remarquer que I’espece d’equilibre dont nous venons 
de nous occuper en ce moment comprend, comme cas particulier, 
I’equilibre de plusieurs forces situees dans le plan des x, y, et appli- 
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quees dans ce plan a un systeine de points invariable, que Ton sup- 
pose entiferement libre. 

De in6mc, I’equilibre d’un systfeme invariable assujetli a tourner 
autour de I’axe des s cotnprend, comme cas particulier, I’equilibre de 
plusieurs forces situees dans le plan des x, y, et appliquees dans ce 
plan a un systeme invariable de points, assujetti a tourner autour de 
I’origine. 

II suffit, au reste, de comparer cct article et I’article precedent au 
Chapitre II de la Statique de M. Poinsot pour reconnaitrc I’analogie et 
la liaison qui existent entre la theorie des moments lineaires et la 
theorie des couples. 


OEuvres de C. — S. II, t. VI. 


26 



SUR UN 


THfiORfiME D’ANALYSE. 


Extrait du Bulletin, de la Socidte pliilomathique. 


Tn60R4;ME. — Soient 

(i) i{x) = k{x — a) (x — b) (.r — c). . . = . .-^-px + q 

el. 

(a) F(jf) = K(j? — A)(dJ — B) (^ — C). .. = Kj;''4-La;“~‘-|-. . .-f-Rj? + Q 

deux polyndmes en x, le premier du degrd m, le second du degrd n ; soil 
d' aiUeurs R une quantile constante. On pourra toujours former deux aiUres 
polyndmes u, c, k premier du degrd n — \ , le second du degrd m — i, et 
qui seront propres d vdrifkr I’dquation 

(3) a f(j;) + (>F(a!) = R. 

Ddnwnstraiion. — En vertu de la formule d’interpolation de Lagrange, 
la somme des produits de la forme 

f(.r) ^ 

p (■^-&)(x-c)...(j?-A)(j;-B) (a^-Q 

(a — 6)(a— c),.,(a — A) (rt— B)(a — C)... “ "f'(a) F(a) ’ 
et des produits de la forme 

, F(.r) 

n {^-a)l.x-b){x-c)...{x-\i)ix-C)... 

(A— a)(A— 6)(A— c)...(A — B)(A — C)... IXA)F'ta) ’ 

sera equivalente a R. Par consequent, on verifiera I’eqnation (3) en 
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prenant 

(4) m = R 

X — A 

F(.r) 

— B 

. 1 

F(^) 

Lf(A)F'(A) 

^f(B)F'(B) 

I - 1- 

^f(C)F'(C) ' 

et 

r f(.») 

f(.r) 

f(^) “J 

(5) «> = R 

X — a 

X — h 

1 1 


LF(«jr(«) 

^F(Z>)f(6) ■ 

F(c)r'(c)^---J 

Done, etc. 





Nota. — Si Ton voulait determiner directement les polynOmes u et r 
de maniere a verifier I’^quation (3), et en r^duisant leurs degree aux 
plus petits nombres possibles, il suffirait d’observer qu’en vertu de 
cette 6quation on doit avoir 

Pour a;=A...... « = pour d; = B = •••; 

R , R 

Pour A- = a (> = pr^; pour a? = 6 (> = 

On connait done n valeurs differentes de « ct m valeurs differentes 
de V. Cela pose, les polynomes les plus simples que Ton puisse prendre 
pour « et V devront ^tre, en general, le premier du degr6 n — i, le 
second du degre m—i; et, si on les determine par la formule de 
Lagrange, '& I’aide des valeurs particuliferes que nous venons d’obtenir, 
on retrouvera pr6cis6raent les equations (4) et (5). 

Corollaire I, — Supposons que Ton prenne 

(6) R=/l-'»K»(a — A)(a— B)(« — C)...(i— A)(&— B)(6 — C)...(c— A)(f-B)(c— C)... 

ou, ce qui revient au meme, 

(7) R = A-'«F(a)F(6)F(c)...= (-i)''"'K»f(A)f(B)f(C).... 

Le premier des deux produits 

Fia)V{b)F{c)..., f(A)f(B)f(C)... 

sera evidemment une fonction entifere et sym^trique des racines do 
I’^quation f(a7) = o, et, par consequent, une fonction entiere des 
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quantites 


0; p 


P 

T 


< 1 . 


K, L l>, 

tandis que le second sera une fonctiou entierc des quantites 
/ , /, ■ . < > 


L 


1> 

k’ 


0 

k 


Ces conditions ne peuvent etre remplies simultanement qu’autaat quo 
la valeur de R, determinee par la formule (7), est unc fonction entilire 
des quantites^, I, y; K, L, P, Q. Ajoutons quo, si Ton 

adopte cette valeur de R, les equations (/|) ct (5) sc rcduiront a 

^ ^ ^ - (A - B) (A - 0) (A -D)...( H - C) (B -i))r.(C-D)... ^ 

(qi f — — 

{^—b){a — c){a — d)...{h — c){b — d)...{e — d)~,. 

Or les deux termes de la fraction que renferme I’equation (8) sont des 

functions alternies des quantites A, B, C, D c’est-k-dire des fonc- 

tionsqui obtiennent des valeurs alternativeinent positives et negatives, 
niais toutes egales, au signe pres, lorsqu’on ^change ces quantites 
entre elles. De plus, la fonction alternee qui represente lo denomina- 
teur, etant la plus simple de son espbee, divisera celle qui forme le 
numerateur [voir la premifere Partie du Cotm de I'licole Polytechnique, 

p. 75). II en resulte que le rapport sera une fonction symetrique et 

entiere des racines de 1 Equation F(a/) = 0. Done, par suite, u sera 
une fonction entibre des quantites 


k, l, 


P> q\ 


K ^ 

K, 


P 

K’ 


* ? Tr > 77" 


et de la variable x. Par la meme raison, p sera une fonction entiere des 
quantites 


K, L, 


P» Q; k, -j^. 


k’ k 


et de la variable x. On doit en con dure que « et p seront Equivalents, 
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ou a deux functions entieres des quantites x,k, I, gr; K, L, .... 

P, Q; on a deux semblables functions divisees, la premiere par une 
puissance de K, la seconde par une puissance de k. Or, R designant 
deja une function entiere des quantites P, Q, 

et les quantites u, v devant satisfaire a I’equation ( 3 ), la seconde sup- 
position ne saurait 6tre admise. Done, si Ton attribue a R la valeur 
fournie par I’equation (6) 00(7), R, m et p seront des functions entiferes 
des quantites k, I, p, q‘, K, L, . . . , P, Q et de la variable x, qui- 
entrera seulement dans ii et p. De plus, il est aise de voir que, dans 
ces functions entieres, les coefficients num^riques seront toujours des 
nombres entiers. 

CoroUaire II. — Dans le cas oil Ton suppose ^ = i, K = r, les equa- 
tions (6) et ( 7 ) se reduisent aux suivantes : 

(10) R=(a-A)(«— R)(«— C)...(i»-A)(6— B)(6-G)...(c-A)(c-B)(c-C)..., 

(11) R = F(a)F(i)F(c)...= (-i)»‘»f(A)f(B)f(C).... 


Ce cas particulier, auquel on rambne facilcment tons les autres, est 
celui que nous avons consid6re dans le Memoire present^ a Tlnstitut le 
22 f^vrier 1824. 


CoroUaire III. — Pour que les deux polynomes i{x), F(a;) se changent 
on deux fonctions entieres de x et j, la premim’e du degre m, la seconde 
du degre n, il est necessaire et il suffit que les quantites k, I, ..., p, q 
et K, L, P, Q deviennent des fonctions entiferes de v, des degres 
repr^sentes par les nombres o, i , et par les nombres o, 

1 , . . . , n — i,n. Alors, les rapports 

I p <7 _ L P 0 


se reduisant a des quantites finies pour des valeurs infinies de j', on 
pourra en dire autant des valeurs de cc propres k verifier les deux 


equations 




I 

y 
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aoT) 

et 


K + • 

V 


y,l 


X ■ 


r 


c’est-a-dii‘e des rapports 


a b c 

— j — > — > 

y y y 


A 

y y 


B C 

j — > 


y 


et du suivant 


5_— — -V- — -V-- 


) 


y) \y y) \y y 

x(£_AW£_BW£_CN 

\y y) \y y) \y y) 


X. 


Cela pose, la valeur de R, fournie par I’equalion ( 6 ) ou ( 7 ), sera cvi- 
demment une fonction entifere de y, d’un degr 6 inferieur ou tout au 
plus egal au produit mn. De plus, si, dans cotte hypotlifese, on dcrit 
f(fr, r), F(ir, j), au lieu de f(iv) et de F(a;), la formule (3) doviendra 

(13) «f(j?,j) + pF(;r,j) = R, 


et il est clair que toutes les valeurs de y, qui permoltront de verifier 
simultanement Ics equations 

(i3) F(x,y) = o, 

devront satisfaire a T^uation 

(«•'») R = o. 


Corollaire IV. — II suit du corollaire precedent que, etant donnecs 
deux equations algebriques en co et y, I’une du degr 6 m, I’autre du 
degre n, on pourra toujours en d^duire, par I’elimination de x, une 
equation en y, dont le degr 6 sera tout au plus egal au produit mn. De 
plus, on formera aisement le premier membre de I’equation en y, par 
iainethode fondee sur la consideration des fonctions sym 6 triques. 
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CoroUaire V. — Lorsque les quantiles k, I, . . . , p, q-, Y., L, . . . , P, 
Q, c’est-a-dire les coefficients des deux polynomes f(i») et F(£c) se 
reduisent, aux signes pres, a des nombres entiers, on peut en dire 
autant des coefficients des fonctions « et f determinees par les for- 
niules (8) et (9); et la valeur numerique de la quantite R, donnee par 
I’equation (G) ou (7), est pareillement un nombre entier. Dans ce cas, 
si une meme valeur entiere de oc rend les polynomes f{a;) et F(ip) divi- 
sibles par un certain nombre p, on conclura de la formule (3) que p 
est un dmseur entier de R. En d’autres termes, si Ton adopte la nota- 
tion de M. Gauss, les formules 

(15) f(d?)=o (.mod/j) et F(ai) = d (modjo) 
entraineront la suivante : 

(16) R = o (modjo). 

A I’aide de cctte dcrniere formule, on d 4 terniinera facilcment tons les 
nombres entiers qui pourront etre coiranum diviseurs des deux poly- 
nomes f(a7) et F(a?). Lc plus grand de ces nombres entiers, onleplus 
grand comnvin diviseur entier des deux polynomes, sera precisement la 
valeur numerique de R. Si cette valeur numerique se reduit a I’linite, 
les deux polynomes n’auront jamais de communs diviseurs; ils en 
auront uno infinite si elle se reduit a zero, 

CoroUaire VI. — A I’aide des principes ci-dessus etablis, on prou- 
verait ais6ment que, si Ton donne plusieurs polyn6mes ou fonctions 
entiferes de x, y, s, ... dont le nombre surpasse d’une unite celui des 
variables qu’ils renferraent, et dont les coefficients soient entiers, on 
pourra former un nombre entier qui sera divisible par les diviseurs 
communs de tons ces polynomes. Si Ton considfere en particulier trois 
polyndmes de la forme 

( 17 ) F(a:,/), {(x) et f(j), 

on trouvera que le plus grand nombre entier qui puisse les divisor 
simultan6ment est 6gal, au signe prbs, a la valeur de R d4terminee 
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par Tequation 


M 8 ) R = F(a, a) F(a, b) F(a, c) . . . F(i, a) F{b, b) V{b, c)... F(c, a) F(c, b) F(c, c) . . . , 

a, b,c, ... (lesignant les racines de I’equation i[x) = o. 

CorolUdre VII. — Tout nombre premier/?, divisant necessairement 
le bindme 




quelle que soit la valeur entiere de x, il suit du corollairc V que tout 
diviseur premier /? d’un polynome F(a?) divisera le produit 


(3o) R=F(o)f/'cos +v/^siu 
V p — i '' p 




47r 


4“ si 


sin 




qui peut etre presente sous la forme 


(ai) R=±: ABC,. .(A'-‘ — — i) (C/'-* — i). , 

lorsque, le coefficient du premier terme de F(a;) so reduisant a I’unite, 
on designs par A, B, C, . . , les racines de I’equation F(a?) = o. Si I’qn 
suppose en particulier 


[n etant un nombre premier quelconque), on trouvera 

R = o ou R = d:2, 

suivant que/? sera ou ne sera pas de la forme de nai + i. Done les 
nombres premiers impairs de cette forme sent les seuls qui puissent 

diviserlebinome sans diviser a. + 1 . Cette proposition etait 

dejk connue. 

CoroUaire VIII. - Tout nombre premier /?, divisant les deux bi- 
ndmes x x et y^ — y, quelles que soient les valeurs entibres 
de a? et j. on pourra diviser le polynome ¥{x,y)- sans diviser le 
nombre qui represents, au signe prbs, le second membre de I’bqua- 
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tion (i8), dans le cas oil Ton prend pour a, h, c, ... les racines de . 
r^quation — £P = o. 

On pourrait etendre considerablement les applications du theo- 
rfeine ci-dessus demontre (p. 202 ); mais nous nous bornerons pour 
le moment a celles que nous venons d’indiquer. 

P.-S. — Le tbeorfeme qui fait I’objet de cet article peut 6tre facile- 
inent deduit du calcul des residue. En efiet, si, dans la formule (Sg) 
de la page i43, on pose 

R designant une quantity constante, et f(a;), F(a7) deux fonctions 
entibres de oc, on trouvera 


R 


= / 


R 


f(a;)F(ar)-Oaj-3 ((f(5)F(.5))) 


= / 


R 


I P R 


et, par suite, 


(23) R_f(a?)^^^_ +F( ((f(s 


))) 


On aura done 

(.3) e<f(a;) -|-(’F(x) = R, 


pourvu que Ton suppose 


( 23 ) 


u = 


P RF(.t) I _ 

C/(a7-5)f(5) ((F(s)))’ 


P RfU) I 

‘’“<^(a^--)F(.3) ((!■(-)))■ 


Or les valeurs de u et v, determinees par les Equations (23), se 
rbduisent evidemment a des fonctions entieres de x, dont les degres 
sont inferieurs d’une unitb aux degrbs des fonctions propqs^es F(ar) 
et f(a7). 


QEuures de C. — S. II, t. VI. 


2 - 



SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS 

APPLICABLES 

AUX RESIDUS des fonctions, 

£T SUR LR 

CHANCBIKin' DE ViilUBLE INDtaDiNTE DANS LE CALGDL DES BESIDES. 


Nous avons deja remarque (p. 170) que Ton peut, dans un grand 
nombre de cas, substituer au residu integral d’une fonction donnee un 
residu relatif a une valeur nulle de la variable, Des substitutions du 
meme genre peuvent encore 6tre elfectuees a I’aide de quelques autres 
formules que nous allons faire connaitre, 

Considerons d’abord une fonction J{z) qui devienne infinie pour 
s = s,, et supposons que I’on puisse assigner au nombre entier m une 
valeur telle que le produit 

(0 

s’evanouisse; ce qui arrivera n6cessairement si la fonction f{s) est 
developpable en une serie ordonn6e suivant les puissances ascen- 
dantes et entibres, mais positives ou negatives, de la variable 5. Je dis 
que le residu de la fonction donnbe /{s'), relatif a la valeur 5 = 5,, 
s'evanouira, en sorte qu’on aura 

(2) p 

Effectivement, si Ton represente par f(s) le produit (i), ou, en d’autres 
termes, si I'on pose 
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on tpouvera 


(4) 

et, par suite, 


f'(^) = 77 


f'(^) 


(S — Sj)' 


— m 


f(-g) 


)/'( = ) 
((5-S.)) 


= f n-) r f(^) 

^ P”)(g,) fW(^,) . 

— i) I.2.3.../71 


On pourrait encore demontrer la formule (i) de la maniere suivante. 
Si Ton developpe la fonction (3) en une serie ordonn4e suivant les 
puissances ascendantes de s — s,, on trouvera 



(5-5.)"* 1(5-5,)"-* ■“ I.a.3...(7«-I) 5-5, 


i.2.3.../n 




I 

i.2.3...m(jn + i) 


(5„ — 5,) *)(5i) H-.,. . 


et, par cons^uent, 


(6) 


/'(«)=—«» 


f(5.) 

(5-5,)"-‘ 


m—i f'(5,) 

~r~ (5-5,)"' 


1 .2.3...(»t — l) 


f'"-‘>{5,) 

(5-5,)*-^ 


I 

1.3.3... /»(ot + l) 




Or, le second membre de la formule (6) ne renfermant point de terme 
proportionnel a la premiere puissance de conclut imme- 

diatement que le residu de la fonction d6rivee /'{s), relatif a la 
valeur s, de la variable s, se reduit a zero. 

Concevons maintenant que I’^quation 


/(5) ° 

admette plusieurs racines r^elles ou imaginaires s , , Sj, . . . , et desi- 
gnons par ^ Tune quelconque d’entre elles; ^ sera encore uneracine de 
I’equation 



212 SUR QUELQUES TRANSFORMATIONS 

Car, si Ton represente par i une quantite infiniment petite, la fonction 


/(C + 0 

s’evanouira pour i = o; et, en vertu du tlieoreme ( 5 ) de la page 189, 
le rapport de cette fonction a sa derivee, c’est-k-dire la fraction 


(10). 


I 

AK + i) _ AK-hi) 
+ ~ /'(C + 0’ 

[/(C + 0? ■ 


s’evanouira de meme avec i; ce qui ne peut avoir lieu qu’autant que 
la fonction /'{s) deviendra infinie, avec /(s), pour s = On peut 
ajouter que, si la fonction /'{s) devient infinie, et fournit un residu 
different de zero, pour une valeur donnee s de la variable s, $ sera 
necessairenient une racine de I’equation (7). En effet, soit A le residu 
don til s’agit, et 


(II) 


/'(-) = 



Ar-t 


+. . .-f- 



■f- Aj + A^(3 — j) . 


le developpement de/'(s) suivantlcs puissances_asccndantes de s — .v. 
On trouvera, en integrant les deux membres de la formule (i i). 


( 12 ) 


(/( 5 )=- 

< 

( 


A, 


A /.-I 


/‘ — I 

Ai(« "1“ Ao('« • 


r — - 2 

- 5 ) . . -h const.; 


et, puisqu’en vertu de Thypothese adoiise le premier au moins des 
coefficients A, Ao, A^^^, A,, obtiendra une valeur differente de zero, 
il est clair que la fonction/(js) deviendra infinie pour s — s. Cela pose, 
si, pour chaque valeur ^ de s, propre a verifier I’equation (7), on pent 
choisir le nombre entier in de maniere que la valeur du produit 

(t 3 ) 


eorrespondante z — soit finie et differente de zero, on aura 6vi- 
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clemment, en vertu de la formula (2), 

(•4) ^((/'(^))) = o. 

De meme, en designant par x^, X, Vq, Y des quantiles quelconques, 
on trouvera 

(15) ''/((/(-) )) = o, 

ro 

si la condition quo nous venons d’enoncer se trouve remplie, au nioins 
pour les racines de I’^quation (7) dans lesquelles la pariie reelle ost 
comprise entre les limites x^, X, et Ic coefficient de \[^i entre les 
limitesjo* Y. 

Supposons maintenant 

(16) • /(«) = 9 (-s)x(-)- 


On aura 

(17) /'(-) = 9 ( 5 )x'(^)^-?'(^) 5 C(-)- 
Par consequent, les equations (i 4 ) et (i 5 ) donneront 

(18) ^ (( ?(x;) )) = -<S « = ) 

ct 

(19) ^<£,' (( 9 ( 5 )x'(-)))=-*<£,^((?'(-)x(-)))- 

La formule (i8) ou (19) subsiste lorsque les racines des deux equations 



verifieiit les conditions auxquelles nous supposions precedomment 
assujetties les racines de Tequation (7). Si ces conditions ^taient seu- 
leoient verifiees pour les racines de Tequation (20), il faudrait a la 
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formule (i8) ou (19) substituer I’une des suivantes ; 


(33 ) ^ (( 9 (^) )) M (( <p'(-) )) %( s), 

(>3) V' ((?(«)))%'(-) = - ((9'(®)))x(s)- 

Les formulas (18), (19), (21) et (22) peuvent etre appliquees avec 
succes au developpement des fonctions en series. Leur emploi, dans 
le calcul des residus, offre des avanfages semblables a ceux que Ton 
retire, dans le Calcul infinitesimal, de I’int^gration par parties. 

Nous terminerons cet article en etablissant les formules a I’aide 
desquelles on pent operer, dans le calcul des residus, un changement 
de variable independante. 

Soit s, une valeurde s propre k verifier T^quation (7). Soit de plus 
/, une valeur correspondante de la variable t liee a la variable z par 
I’equation 

( 24 ) - = (^ 0 ; 

et concevons que Ton veuille transformer le residu 


( 25 ) 


f (^ — 

O ({z-z,)) ’ 


de maniere que le signe se rapporte, non plus a la variable z, raais 

k la variable t consideree comme independante. Si I’equation (7) n’a 
qu’une seule racine egale k 5,, le produit 


(26) (® -*>)/(*) = ['}'(0-^(f.)]/['K0] 


obtiendra une valeur finie pour 3 = 5,, ou, ce qui revient au m^mc, 
pour t = t,, et cette valeur sera precis 4 ment celle du residu (25). 
D’ailleurs, on a g^n^ralement, pour t = t,, 


t—ti 



(27) 
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et, par suite, 

j =it- <,)/[4>(0] =(t- ^t)/[-j/(0] 4>'(0, 

a .moins que la fonction derivee (}/V) ne prenne une vaieur nulle ou 
infinie pour t = t,. Done, si Ton excepte ce dernier cas, le r6sidu (as) 
coincidera n6cessairenient avec la vaieur du produit 

(29) (« — ^i)/['l'(0]'l''(0» 

correspondante a f = /,, et, par consequent, avec le r^sidu de la fonc- 
tion 

relatif a la vaieur t, de la variable t. On aura done alors 
,0 s r (•* — r 'K(^) 

Concevons maintenant que Tequation (7) admette m racines egales 
k s,, m etant un nombre entier quelconque. Alors, si Ton represente 
par f(s) le produit 

(1) 

on trouvera 


(3i) 



f(^.) , I , 

"*”1.2.3 {tn — 2) (s — 3,)* "*” 1 . 2.3 — {m — i) s — s, 


1.2.3. 


.m 




S ' — s- 


1.2.3. . .m(m -h i) 




/(«) = #'(«) + 


I 

1.2.3. ..(w — i) 


—) 

JS — 5*1 


et, par suite, 
(32) 
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pourvu que Ton suppose 


J(s)=- 


f(-.) 




(33) 


(»i — 1)(5 — 5,)'“-* I (/n — 2)(js — z,)"‘-^ ••• 

I fO”-«)(g,) 

1.2.3. . .(/n — 2 ) i: — 5, 

1.2.3. . '»! +• • •• . 


Or on tirera de I’equation (Sa), en y remplacant z par 


(34) /['}'(0] = ^'['K0]- 

et Ton en conclura 


I P>”->l(Si) 

1.2.3. ..(7« — l) <j^(f) — (|^(fj)’ 


(33) 


f r (^-^t)/[4'(0] 4''(0 

((i-t,) 


I • 2-3.. .(/« — 1 )<-'((«— ))[ i|; ( 0 - <|/ ( )J ■ 


D ailleurs, (s) 4tant une fonction de s developpable suivant les puis- 
sances ascendantes de z — s,, #[<{i(r)]. sera, en general, une fonction 
developpable suivant les puissances ascendantes, non seulement de la 


difference 4'(^) — mais encore det — i,. On aura done, en vertii 
de requation (a), 


(36) 


p a£ 


et, par consequent, la formule (35) donnera 

plus, SI la fonction ;}/'(?) prend une valeur finie et differente de 
zero pour t = t,, on pourra en dire autant du rapport 
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-r 

clout les logarithmes reels ou imaginaires seront, en general, des fonc- 
tions de t developpables suivant les puissances ascendantes de « — ; 

et comme, en designant par xs{t) un de ces logarithmes pris dans' le 
systfenie dont la base est e, on trouvera 


(39) 


JM. 




l — t. 


= nr'(f) ou 


4''(0 





on aura, en vertu de I’equation (2), 
p — ^1) 4''(^) 

_ p (f — fi ) gT '(0 r » _ r > _ 



Cela pose, la formula (87) se rdduira evidemment a 

_ r (---.) /(5) 

(^1') o ({i-tr)) - 1.2.3. {{s-z,)) ’ 


c’est-a-dire a I’equation (3o). 

Si la fonction ({/(«) obtenait, pour t = t,, une valeur nulle ou infinie, 
on pourrait en dire autant de la fraction (38), et I’equation (3o) cesse- 
rait d’avoir lieu. Concevons que, dans cette meme hypothese, la frac- 
tion 


(42) 


tj<(0 — t|;(fi) 


dans laquelle p. designe un nombre quelconque, obtienne une valeur 
finie differente de z6ro. On trouvera, en designant par xs{t) Tun des 
logarithmes nep^riens reels ou imaginaires de la fraction (42) et en 
ayant 6gard a la formule (2), 


(43) 


4''(0 




+(0 — 'K^i) ^ — 

(< — fi)4<'(0 


= ut '(0 


ou 


JAO 


:®'(0 


t — I , 


(44) C . ({ t - t ,)) 


t(^) — +(*1) 

_ r — p I 

— t/ ^ ^ O (t t — t.W ^ 


ikt-ti)) 
28 


OEuvres deC , — S . II , t . " VI . 
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Par suite, la formulc ( 37 ) donnera 


(43) 


P (f-^.)/C4'(0]4'^(^) ^ „ r (£p£ii4^. 

^ ((< — ^i)) ‘ ((- — -i)) 


Telle est Tequation qui, dans Thypotheise admise, dcvra remplacer la 
formule (3o). 

Supposons a present quo, I’equation ( 7 ) ayant plusieurs racines 
reelles ou imaginaires s,, on propose de transformer le 

residu integral 

(46) £,((/(-))) 


en un residu dans lequel le signe £, se rapporte a la variable t. Si 
I’equation (24) fournit pour chaque valeur de s une seule valour de la 
variable t, on aura evidemment, en vertu do la formule (3o), 


(47) ((/(=) ))=£((/[+(0]'l^'(0 ))• 

Si, au contraire, m designant un nombre entier quelconque, 1 equa- 
tion (24) fournit, pour chaque valeur de 3 , m valeurs de la variable t, 
on aura, toujours en vertu de la formule ( 3 o), 

(48) ^ ((/( 3 ) )) = ml ((/[tj^(0] 'Vi 0 )')• 

II resulte d’ailleurs de la formule (45) que I’equation (48) s’etend au 
cas meme ou plusieurs des valours de t, tirees de I’equation ( 24 )? 
deviendraient 4gales entre elles pour une valeur ^ de s propre a veri- 
fier la formule ( 7 ), e’est-h-dire, au cas oil I’^quation 

(49) 

rteolue par rapport a t, auralt des racines egales. 

Si, fa fonction /(s) 4tant donnee par I’equation (i(3), on voulait rem- 
plaeer la variable 5 par la variable t, non dans I’expression (4^)* niais 
dans la suivante 


(3o) 


Zii9i^)))'X.i^)> 
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il faudrait 6videmment substituer a requation (3o) ou (48) Tune des 
deux formules 

(50 <C((?.(-)))z(O = £((9['{'(O]'|''(O))z['M0]. 

(32) <!^((9(^)))z(s) = «*<S((9['!^(0]4''(0))7.['}'(0]. • 


II est bon d’observer que, dans les formules (3o), (45), (47), etc., 

/7- 

la function derivee 4''(0 n’esl autre cbose que la valeur de tiree de 
I’equation (24). 

Pour montrer une application des formules obtenues dans cet article, 
supposons que Ton ait 


(53) 


/(-) = 


I H- 


■/I 


I-+- 


et que, s = 3, designant une racine de I’equation (7), on propose de 
transformer le residu 


(a5) 


c (z-z^)/(z) 
^ ((---1)) ’ 


en substituant a la variable imaginaire s une autre variable imagi- 
naire t liee a la premiere par Tequation de condition 


(54) 


I -hsyCirT 


que Ton peut ecrire comme il suit : 


(55) 


T — t / 

J5= -sJ’-’l. 


Il cst clair que, dans cette bypothfese, a la valeur s, de la variable 5 
correspondra une seule valeur de la variable t. On devra done , 
recourir, pour la transformation du residu (aS), a la formule (3o). 
D’ailleurs on tirera de I’^quation (54) 

^ — d{i + s\/^i) _ d{i — ssf^i) _ 


(56) 
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et, par consequent, 
(5;) 


I dz I 

z'^ dt 2 f — I 


Gela pose, on conclura de la formule (3o), en y remplacant '|'(/) 
par T,’ 


( 58 ) 



-l)) 



I+3\/— t \ 
l — Z\f^l) 


' r_iziA_ 

2y/_i t 


L’equation (58), combinee avec I’equation (33) de la page i35, con- 
duit, comme nous le montrerons plus tard, a des resultats dignes de 
remarque. 

On pourrait encore, a I’aide des principes ci-dessus etablis, operer 
un changement de variable independante dans un r^sidu pris entre des 
limites donnees. Seulement les limites placees a droite et a gauche du 
signe dans le nouveau residu, ne seraient plus celles do la nou- 
velle variable t, et du coefficient de \/— i dans la meme variable. C’est 
au reste ce que nous expliquerons avec plus de detail dans un autre 
article. 



SUR LES 


DIVERS ORDRES DE CONTACT 

DES LIGNES ET DES SURFACES. 


L’illustre auteur de la Micardque analytique a etabli sur de nouvelles 
bases la theorie du contact des lignes et des surfaces. II a fait voir quc, 
si deux courbes planes, repr6sentees par deux equations entre des coor- 
donnees recta ngulai res sc, y, renferment un meme point P, pour lequel 
les derivees de I’ordonnee y prises par rapport k sc, depuis la d6riv6e 
du premier ordre jusqu’a la d6rivee de I’ordre n, ne changent pas de 
valeurs, quand on substitue la seconde courbe la premifere, une troi- 
sibme courbe ne pourra passer entre les deux autres, a moins que les 
quantit^s/', y', relatives ala troisifeme courbe, ne reprennent, 

pour le point P, les valeurs deja calculees. Done, si cette condition n’est 
pas remplie, les deux premieres courbes seront plus rapprochees I’une 
de I’autre que la troisifeme. Telles sont les considerations que Lagrange 
emploie pour donner une idee de ce rapprochement des courbes que 
Ton nomme communement contact ou osculation, et que la maniere 
ordinaire de concevoir le Calcul differentiel faisait regarder comme 
une coincidence plus ou moins rigoureuse, plus ou moins etendue, 
quoique, h proprement parler, comme I’observe cet auteur, la coinci- 
dence de deux courbes tangentes ne s’etende pas au delk du point (Je 
contact. Dans la th6orie de Lagrange, I’ordre de contact des deux 
courbes planes n’est autre chose que le nombre n, e’est-a-dire le 
nombre des termes successifs de la s6rie 

(i) y, ^ 

qui conservent les m6mes valeurs relatives au point de contact, lors- 
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qu’on substitue la seconde courbe a la premiere. Ajoutons que I’auteur 
plend cette theorie, non seulement aux courbes a double courbure, 
mais encore aux surfaces courbes. II mcsure I’ordre de contact de deux 
courbes a double courbure, represenf^es par deux equations entre trois 
coordonnees rectangulaires cc, y, s, a I’aide du nombre des termes suc- 
cessifs qui, dans chacune des series 

(0 r'. 

\ 

12 } 

eonseiTent les mfimes valeurs, relatives au point de contact, lorsqu’on 
substitue la seconde courbe a la premiere; et il en conclut que, si deux 
courbes tracees dans I’espace ont entre elles un contact de I’ordre n, 
line troisifeme ne pourra passer entre elles, sans avoir avec ces memes 
courbes un contact de I’ordre n ou d’un ordre plus elcve. Pareillement, 
il mesure I’ordre de contact de deux surfaces courbes, dont chacunc 
est representee par une seule equation entre trois coordonnees rectan- 
gulaires a?, y, s, a Taide du nombre equivalent h. I’ordre des d4rivees 
partielles de s qui forment les derniers termes de la suite 

IS'i ^ ^ ^ d^z d^z^ 

' dx' dr’ dx df’ dy*’ dx^' dx^ dy* dxdy^' dy^’ ' * ’ 

en supposant que Ton arrete cette suite a I’instant meme oii Ton ren- 
contre un ordre de derivees qui ne conservent pas toutes les mfimes 
valeurs, relatives au point de contact, quand on substitue Tune des 
surfaces a I’autre; puis il attribue au contact de I’ordre n, entre deux 
surfaces donnees, ce principal caractfere qu’une troisifeme surface ne 
peut passer entre les deux premieres, sans avoir avec elles un contact 
du mfime ordre ou d’un ordre plus elev6. 

Quoique la theorie que nous venons de rappeler ait I’avantage de 
presenter generalement une id6e assez nette du contact de deux 
courbes planes, elle parait laisscr encore, sous le rapport de la rigueur 
et de la precision, quelque chose k desirer. D’abord elle fait entrer, 
dans la deHnition de I’ordre de contact de deux courbes ou surfaces 
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courbes, I’indication du systeme de coordonnees que Ton emploie, 
tandis qu’en realite cet ordre depend uniquement de la nature des 
deux courbes ou des deux surfaces. Lorsqu’on adopte cette meme 
theorie, le rapprochenaent plus ou moins considerable de deux courbes 
qui se touchent est mesure par I’intervalle qui separe deux points 
situes sur ces deux courbes dans le voisinage dii point de contact, 
inais 'a. des distances de ce point inhales entre elles et dont le rap- 
port varie avec la direc.tion des axes coordonnes. De plus, quand il 
s’agit de courbes a double courbure, on ne voit pas bien clairement ce 
qu’on doit entendre par une courbe qui passe ou ne passe pas entre 
deux autres. Une difficulte du meme genre existe a I’egard des surfaces 
courbes. Pour la faire mieux comprendre, considerons les deux sur- 
faces du quatribme degre representees par les deux equations 

(4) /S 

( 5 ) s = a;’‘ + j^. 

Ces deux surfaces, qui se touchent k I’origine, ou elles ont entre elles 
un contact du troisieme ordre, en offriront un du premier ordre seu- 
lement avec la surface cylindrique representee par I’equation 

(6) s = a;-; 

done, en vertu des principes ci-dessus mentionnes, la surface cylin- 
drique ne saurait passer entre les deux autres. C’est pourtant ce qui 
arrivera, du moins pour la portion de la surface cylindrique qui sera 
trfes voisine de I’axe des y et, en particulier, pour les points situes sur 
cet axe; car ces points seront corapris entre les courbes suivant les- 
quelles les surfaces (4) ct (5) se trouvent coupees par le plan des^, s, 
e’est-a-dire, entre les deux courbes renferm^es dans le plan des ^ 
determindes par les equations 

(7) ^=-7*. 

( 8 ) , ^= 7 ^- 

Enfin la comparaison des vaPeurs que fournissent deux courbes ou 
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deux surfaces tangentes Tune a I’autre, pour les differents termes des 
series (i), ( 2 ) ou (3), ne suffit plus a la determination de I’ordre du 
contact lorsque Tangle forme par la tangente commune aux deux 
courbes avec Taxe des cc, ou par le plan tangent commun aux deux 
surfaces avec le plan des cc, y est precisement un angle droit. Conce- 
vons, par exemple, que Ton veuille comparer deux k deux les trois 
courbes representees par les equations 


( 9 ) 

II 

( 10 ) 

11 

(>I) 

II 


Ces trois courbes qui se touebent et dont la tangente commune coin- 
cide avec Taxe des fourniront, pour les d^rivees successives de Tor- 
donnee V, des valeurs qui deviendront toutes iiifinies quand on suppo- 
sera x — o. Cependant le contact de la premiere courbe avec chacune 
des deux autres sera seulement du premier ordre, et le contact des 
deux dernieres sera seulement du troisiferae ordre. 

Les difdcultes quo nous venons d’indiquer disparaissent lorsque, 
pour etablir la tbeorie du contact des courbes et des surfaces, on a 
recours aux principes que nous aliens exposer. 

D abord on definit ais6ment la tangente a unc courbe, en la consi- 
derant comme la droite de laquelle s’approche de plus en plus une 
secante qui coupe la courbe . en deux points, tandis que Tun de ces 
points demeure fixe et que Tautre s’approehe indefiniment du pre- 
mier. II est, d ailleurs, facile de prouver qu’en general les tangentes 
menees par un point d’une surface courbe a differentes courbes trac6es 
sur cette surface sont comprises dans un m^me plan, et Ton 6tablit 
ainsi 1 existence de ce qu’on appelle le plan tangent b une surface 
courbe. Enfin on dit que deux courbes ou deux surfaces courbes se 
touebent en un point donne, quand elles ont en ce point la meme 
tangente ou le mfime plan tangent. 

Cela pose, consid6rons deux courbes planes ou a double courbure 
qui se touebent en un certain point. Si de ce point comme centre et ■ 
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avec un rayon infiniment petit design^ par i, on decrit une sphere, la 
surface de la sphere coupera les deux courbes en deux nouveaux points 
trhs voisins I’un de I’autre, et le rapprochement plus ou moins consi- 
derable des deux courbes, k la distance i du point de contact, aura 
evidemment pour mesure la longueur infiniment petite comprise entre 
les deux points dont il s’agit, ou, ce qui revient au meme, la corde de 
I’arc de grand cercle renferme entre les deux courbes. Ajoutons que 
les rayons menes aux extremites de cet arc seront diriges suivant des 
droites qui formeront des angles trks petits avec la tangente commune 
aux deux courbes; d’oii il resulte que Tangle compris entre ces rayons 
sera lui-meme une quantite trks petite. Soit (o ce dernier angle. L’arc 
de grand cercle compris entre les deux courbes aura pour mesure le 
produit 

(12) 

et la corde de cet arc sera equivalente a 

(13) 2jsin^- 

Si les deux courbes changent de forme de telle manikre que, se tou- 
chant toujours au point donne, elles se rapprochent davantage Tune • 
de Tautre danslevoisinage de ce point, les valeurs de Texpression (i3). 
correspondantes k de trks petites valeurs de i, diminueront necessai- 
rement; ce qui suppose que la fonction de i representee par co dimi- 
nuera elle-meme. Si, au contraire, en vertu du changement de forme, 
le rapprochement des deux courbes devient moindre, les valeurs de co 
correspondantes k de trks petites valeurs de i croitront necessairement. 
On pent done affirmer que, dans le voisinage du point de contact, le 
rapprochement des deux courbes sera phis ou moms considerable, et lew 
contact plus ou moins iniimCf suivant que les xxdeurs de to, correspojulantes 
a de tris petites valeurs de i, seront plus ou moins grandes. De ce principe, 
joint au theorfeme I de la page i85, on, dkduira iramediatement la pro- 
position suivante : 

Tn^ORfiME I. — 5i dewo courbes se touchent en un point donne P, et que 

aEurres de C, — S. 11, t. VI. 
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Von marque sur ces deux courbes deux points Q, R situes d la distance 
infirdment petite i du point de contact, le mjpprochement entre les deux 
cowbes, dans le voisinage de ce point, sera d’autant plus considirahh que 
Vordre de la quantitd injiniment petite co, destinee a reprisenter V angle 
compris entre les rayons vecteurs PQ, PR, sera plus dleve. 

Ddmonstration. — En efFet, si la forme des deux courbes ou de I’une 
d’entre elles vient a changer, de maniere que I’ordre de la quantile 
infiniment petite co s’ 61 feve, la valeur numerique de co, dans le voisi- 
nage du point de contact, diminuera, en vertu du tbdorfeme I de la 
page i 85 , et, par suite, le rapprochement entre les deux courbes 
deviendra plus grand qu’il n’etait d’abord. 

Le theorhme I etant demontrd, il est naturel de prendre I’ordre de la 
quantite infiniment petite co, consideree cornme function de la base i, 
pour indiquer ce qu’on peut &ppQ\evVordreie contact des deux courbes 
proposdes. Soit a cet ordre. Puisque le rapport 



a I’unite pour limite, le produit 


sinlo) 

w = 2 sin 


0) 

2 


sera encore une quantity infiniment petite de Vordre a, tandis que les 
expressions (12) et (i 3 ) seront, en vertu du theorfeme III de la page 187, 
des quantites infiniment petites de I’ordre <24-1. On peut done dnoncer 
la proposition suivante : 

iH^ORtME II. — Lorsque deux courbes se tovchent en un point donnd P, 
I’ordre du coniact est infdrieur d’une unitd d 1' ordre de la quantitd infi- 
niment petite quireprdsente la distance entre deux points Q, R situds sur 
les deux courbes, dgalement dloignds du point de contact, et dont la di- 
stance a ce point est un irfnunent petit du premier ordre, 

II importe d’observer que la droite QR menee du point Q au point R, 
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etant la base d’un triangle isoscfele, et opposee, dans ce triangle, au 
tres petit angle co, sera sensiblement perpendiculaire aux rayons vec- 
teurs PQ, PR et, par suite, a la tangente commune aux deux courbes. 
Ajoutons que la surface du triangle PQR sera, d’apres un theoreme 
connu de Trigonometrie, cquivalente au produit des cotes egaux PQ, 
PR par le sinus de I’angle compris entre eux, c’est-a-dire a I’expression 

(i4) if* sin 6), 


et, par consequent, ii une quantite infiniment petite, -dont I’ordre « + 2 
surpassera de deux unites I’ordre du contact des deux courbes. 

Considerons k present le cas particulier oil les courbes donnees se 
reduisent k deux courbes planes comprises dans le plan des a?, y; et 
concevons que, par les points Q, R, situes sur ces deux courbes a 
des distances egales, et infiniment petites, du point de contact, on 
mfene deux droites parallkles dont cbacune forme avec la tangente 
commune un angle fini S. De ces deux parallkles, I’une se trouvera 
plus rapprochee que I’autre du point de contact. Supposons, pour fixer 
les id6es, que ce soil la droite menee par le point Q pris sur la pre- 
miere courbe, et que cette droite coupe la seconde courbe en S. Dans 
le triangle QRS, le cote RS, sensiblement parallele k la tangente com- 
mune, puisqu’il repr^sentera une corde dont les extremites situees sur 
la seconde courbe seront tres yoisines du point de contact, formera 
evidemment avec les cotes QR, QS des angles finis, dont le premier 
diflerera trfes peu d’un angle droit, et le second de Tangle S. On aura 
done, en d^signant par I et J des quantitks infiniment petites. 


sin 


(j5) 


QS: 




sin ( ^ J ) 


. 0 ). 

. 2 JSin— • 

sin(oH-J) 2 


De plus, comme le rapport entre la perpendiculaire abaissee du point P 
sur la droite QS, ou sur son prolongement, et le rayon vecteur PQ = if 

sera sensiblement egal a cos^^ — == sinS, cette perpendiculaire 
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pourra etre representee par un produit de la forme 

(i6) i(sin5±s), 

± £ designant encore une quantile infiniment petite. Cela pose, admet- 
tons que, les deux courbes ayant entre elles un contact de I’ordre a, 
on considbre le rayon vecteur i comine infiniment petit du premier 
ordre. II estclair que I’expression (i6) sera encore un infiniment petit 
du premier ordre, tandis quo I’expression (i5) sera de I’ordre 
Ajoutons que I’ordre de cette dernibre ne variera pas {voir le corol- 
laire III du theoreme IV de la page i88) si Ton prend pour base I’ex- 
pression (i6), ou une quantile telle que I’expression (t6) reste infi. 
niment petite du premier ordre. Ces reraarques suffisent pour btablir 
un nouveau theoreme quo nous allons bnoncer : 

Tni^ORbUE III. — L ordre de contact de deux courbes planes qui se 
touehent en un point donne P est inferieur d’une unild d I’ordre de la 
distance infiniment petite comprise entre les points Q, S, on les deux 
courbes sont rencontrees par une sdcante qui Jorme un angle fini et sensi- 
hlemenl different de zdro avec la tangente commune, dans tout sysldme ou 
la distance du point de contact a la sdcante dont il s’agit est un infiniment 
petit du premier ordre. 

Si les deux courbes sont reprbsentbes par deux equations entre les 
coordonnees rectangnlaires iP, j, et si la tangente commune n’est pas 
parallble a 1 axe des y, alors, en supposant la secante parallble ii ce 
meme axe, on deduira du theoreme III la proposition suivante : 

TutORtME IV. Pour obtenir I’ordre de contact de deux courbes planes 
quise touehent en un point oil la tangente commune n’est pas paraUdle d 
I axe des y, il siffit de mener une ordonnde trds voisine du point de con- 
tact, et de chercker le nombre qui reprdsente I’ordre de la portion infini- 
ment petite d’ ordonnde comprise entre les deux courbes, dans le cas ou 
Von considdre la distance du point de contact d V ordonnde comme infini- 
ment petite du premier ordre. Ce nombre, diminud d'une unitd, indique 
V ordre de contact. 
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CoroUaire I. — Soient 

(*7) y=A^), j = F(^) 

les equations des deux courbes planes, lilies auront un point covves- 
pondant a une valeur donnee de x, et, en ce point, une tangente com- 
mune, non parallele a I’axe des y, si, pour la valeur donnee de x, les 
equations des deux courbes fournissent des valeurs egales et finies, 
non seulement de I’ordonnee v, mais encoi’c de sa deriveej', en sorte 
que les equations 

.(i8) /(a')=F(.r) 


et 


(10) /'(.r) = F'(j;) 

soient verifiees, et que les deux raembres de chacune d’elles conser- 
vent des valeurs finies. Dans cotte hypothbse, la difference 

(20) F(J^)-/(J5), 

qui s’evanouira pour la valeur de x relative au point common, devien- 
dra inliniment petite quand x recevra un accroissem’ent infiniment 
petit ; et, si Ton considbre cet accroissement comme etant du premier 
ordre, I’ordre de la quantity infiniment petite qui representera la nou- 
vellc valeur de F(a;) — f{x) surpassera d’une unite I’ordre de contact 
des deux courbes. 

CoroUaire II. — Si les deux courbes se touchent en un point de 
I’axe des jK, mais sans avoir cet axe pour tangente commune, il suf- 
fira, d’aprfes ce qu’on vient de dire, pour determiner I’ordre du con- 
tact, de cbercher le nombre qui indiquera I’ordre de la difference 

en considerant I’abscisse x comme one quantite infiniment petite du 
premier ordre, et de diminuer ce nombre d’une unite. En operant 



230 SUR LES DIVERS ORDRES DE CONTACT 

ainsi, on reconnaitra que les paraboles 

(2l) Y = X^ 

ont a Torigine des coordonnees un contact du premier ordre, tandis 
(ju’au meme point les deux courbes 

auront un contact de I’ordre n, ct les deux courbes 

A 1 

(23) y = y—x'*, 

un contact de I’ordre f — i = i, 

Corollaire III. — Supposons que les courbes (17) aient un point 
conitnun correspondant a I'abscisse a?, et, en ce point, une tangente 
commune non parallele k I’axe des 7, avec un contact de I’ordre a. Soit 
d’ailleurs n le nombre entier egal ou imm^diatement superieur a a. 
La difference 

( 20 ) 

sera nulle; et, si Ton designe par i un accroissement infiniment petit 
du premier ordre, attribue a I’abscisse x, I’expression 

(24) F(a; + z) — f{^a! + i) 

sera fen vertu du corollaire I) un infiniment petit de I’ordre a-i-i. 
Or, les d6rivees de cette expression, par rapport k z, -^tant respecti- 
vement 

F'(ar + i)-/'(ar-i-z), F"(a? + i)_/''(a?-t-i), 
il resulte de ce qui a §te dit ci-dessus (pages 184 et x85) que 

F('»+i)(a: + i) — fia+i) ^ J-) 

sera la premiere des expressions 

F(a?-t-i)_/(a? + i), W{x + i)-f{x + i), V’ix + i) + i), 
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qui cessera de s’evanouir avec i. Ea d’autres termes, 

F(»-i-o (ip) — 


sera la premiere des differences 

F{a>)-/(x), r(x)-f{x), r{x)-r{x), ... 

qui obtiendra une valeur diff^rente de zero. On aura done pour le 
point conimun 

[ F(.r) =Ax), 

F'(dj) =f{x), 

(20) F^(^) =/‘'(^), 

[ F(»)(a;)=/f“)(a?). 

Par consequent, lorsque deux courbes planes se touchent en un point 
oil la tangente commune n’est pas parallble a I’axe des y, non seule- 
ment, pour le point dont il s’agit, Tordonn^e y et sa derivee y' ne 
changent pas de valeurs dans le passage de la premibre courbe a la 
seconde, mais il en est encore de mbme des derivees successives y " , 
y", . . jusqu’a celle dont I’ordre coincide avec le nombre entier egal 
ou immediatement superieur a I’ordre du contact. 

CoroUaire W. — Si, les deux courbes ayant un contact de I’ordre a, 
la tangente commune devenait parallble a I’axe des /, alors, en attri- 
buant k I’abscisse du point de contact un accroissement infiniment 
petit du premier ordre, on ne trouverait pas generalement, pour la 
valeur correspondante de la difference F(i») — f{p^y infiniment 

petit de I’ordre a-+-i. Neanmoins, on pourrait encore determiner 
I’ordre du contact par la mbthode dont nous avons fait usage, pourvu 
que Ton substituat la variable k la variable x, et reciproquement. 
Ainsi, par exemple, pour montrer que les deux courbes 

». 4 

(a6) y = x', 

qui touchent k I’origine Taxe des y, ont en ce point un contact de 



232 SUR LES DIVERS ORDRES DE CONTACT 

I’ordre;, il suffira d’observer que leurs equations, resolues par rapport 
i\ .V, prennent les formes 

5 4 

a-=y^, 

et que la difference j* — est un infiniment petit de I’ordre 

It. — I 1. 

3 — ^ ^ 3 J 

quand on considere y comme un infiniment petit du premier ordre. 
Quant a la difference F(a7) —/{cc), elle se reduit, dans eet exemple, a 

3. a 

et, lorsque Ton considere cp comme un infiniment petit du premier 
ordre, elle est une quantite infiniment petite, non plus de I’ordre f , 
mais de I’ordre | seulement. 

Corollaire V. — Lorsque la tangente commune n’est pas parallfele a 
I’axe des y, et que I’ordre de contact est un nombre entier, il suffit, 
pour determiner cet ordre, de chercber quelle est la dernibre des 
equations 

( 27 ) /(■^)=F(«), /'(.»)= F'(dj), /''(j;) = F"'(.r), 

qui se trouve verifibe par I’abscisse du point de contact. L’ordrc des 
derivees comprises dans cette dernibre equation sera precisement le 
nombre demande. 

Passons main tenant au cas general ou I’on considbre deux courbcs 
a double courbure qui se toucbent en un point P. Soient toujours 
Q, R deux points situes sur ces courbes, k des distances egales et 
infiniment petites du point de contact. Soient encore i la valeur com- 
mune de ces distances, u Tangle irbs petit qu’elles ferment entre 
elles, et supposons que Ton projette les deux courbes, avec le triangle 
PQR, sur un plan qui ne soit pas sensiblement perpendiculaire au 
plan de ce triangle. Les deux courbes projetees auront evidemment la 
mbme tangente, ou, en d’autres termes, seront tangentes Tune a 
1 autre. Designons par p, q, r les projections des trois points P, 
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Q, R, par o Tangle compris entre les plans des triangles PQR, pqr, 
et par 9, x_, les angles que les droites PQ, PR, QR forment respecti- 
vement avec leurs projections pq,pr, qr. On aura 


pq — PQ cos o = / cosip , 


(28) 


[ PQ — 
1 pr = 


pt' = PR cos % = « cos 

qr = QR cos^i = 2 1 sin ^ cos 


D ailleurs, on pi’ouve facilement que la projection de la surface d'lin 
triangle sur un plan quehonque est equivcdente a celle surface muUipliee 
par le cosmos de V angle aigu compris entre le plan du triangle et le plan 
sur lequel on projette, ou, ce qui rei’ient au mime, par le cosinus de 1 ' angle 
aigu compris entre les droites perpendicidaires aux deux plans dont il 
s'agii. Done la surface du triangle pqr^mz pour mesure le produit 


(29) 


P sin w cos 5 = I* sin 6) cos J a cos d, 


et le sinus de Tangle pqr sera equivalent au quotient qu’on obtient 
en divisant le double de cette surface par le produit pq x qr, e’est- 
a-dire, a la fraction 


(3o) 


cos { M COS^ 
COS(p cost}; ’ 


Done le produit de ce cosinus par la droite pq, ou la perpendiculaire 
abaissee du point p sur la droite qr, sera represente par 


(3i) 


• COS^M cos3 
* — * — i 

cost}; 


Or, la valeur de Tangle &> 6tant trbs petite et celle des angles tp, 

^tant sensiblement differente de les quantites 

cos^u, cos3, cosip, cosx, COStp 

auront des valeurs sensibles. Gela pose, il suffira de jeter les yeux sur 
les formules (28) et sur Texpression ( 3 i) pour reconnaitre : 1° que la 
distance gr est, dans Thypothese admise, une quantite infininaent 
OEuvres de C. - S. it, t. VI. 3o 
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petite de I’ordre a 4- 1 , et qu’elle forme, avec la distance pq, un angle 
pqr sensiblement different de zero; 2 " que la distance qr cst iin infi- 
niment petit du premier ordre. Observons encore quo la tangente 
commune aux deux courbes projetees, se confondant, k tres peu pres, 
avec la droite pq, formera elle-meme avec la secante qr un angle fini 
et sensible. Done (en vertu du th4or(jme III), ks courbes projetdes au- 
ront entre elles, ainsi que les courbes proposies, un contact de V ordre a. 

Si le plan du triangle pqr devenait sensiblement perpendiculairc au 
plan du triangle PQR, mais en continuant de former un angle sensible 
avec les c6t6s PQ, PR, et, par consequent, avec la tangente commune 
aux deux courbes donnees, le contact entre les deux courbes projetees 
ne pourrait etre que d’un ordre egal ou superieur au nombre a. Alors, 
en effet, les distances pq,pr seraient encore des quantites infiniment 
petites du premier ordre, tandis que la distance gf/’serait infiniment 
petite de I’ordre a+i, ou d’un ordre superieur. Or imaginons que, 
dans cette nouvelle bypothese, une sphbre soit decrite du point p 
comme centre avec un rayon 6gal k pq, et que cette sphkre coupe la 
seconde des deux courbes projetees en s. Si Ton joint le point s 
avec les points q et r, la droite rs sera sensiblement parallfele k la 
tangente commune aux deux courbes projct6es, puisque scs extremites 
seront situees sur Tune de ces courbes k des distances infiniment pe- 
tites du point p. Au contraire, la droite qr, ou, en d’autres termes, 
la base du triangle isosckle sera sensiblement perpendiculaire k la 
mfime tangente. Done le triangle qrs sera sensiblement rectangle en 
s, et, par suite, la longueur qs, sensiblement 6gale au produit 
qsGo^rqs, sera, ainsi que la longueur qr, un infiniment petit de 
I’ordre a -t- 1 , ou d’un ordre sup4rieur. Done, en vertu du thdorkme II, 
/ ordre de contact des deux courbes projetees sera nicessairement dgal ou 
superieur au nombre a. 

Goncevons k present que, tous les points de I’espace etant rapport^s 
k trois axes coordonn^s des x, y et z, on projette successivement les 
deux courbes donnees sur le plan des x, y, et sur le plan des x, z, 
Supposbns d’ailleurs que Tangle compris entre Taxe des x et la tan- 
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gente commune aux deux courbes differe sensiblemcnt d’un angle 
droit. Cette tangente ne pourra etre sensiblemcnt perpendiculaire ni 
au plan des x, y, ni au plan des x, z, attendu que I’un et I’autre passent 
par I’axe des x. De plus, ces derniers plans ne pourront etre, tons les 
deux a la fois, sensiblemcnt pei’pendiculaires au plan du triangle PQR. 
Car, dans ce cas, leur ligne d’intersection, c’est-a-dire I’axe des x, 
formerait necessaireinent un angle tres peu different de ^ avec les 
droites PQ, PR comprises dans le plan PQR, et, par consequent, avec 
la tangente commune aux deux courbes. Cela pose, il resulte des 
principes ci-dessus etablis que, dans Thypothese admise, le contact 
des deux courbes projctees : i° sur le plan des x, y ; 2 “ sur le plan des 
X, z, sera toujours de I’ordre a, ou d’un ordre superieur, et sur I’un 
des deux plans au moins, de I’ordre a seulement. On peut done enon- 
cer la proposition suivante : 

TneonfeME V. — Pour obtenir I’ordre de contact de deux courbes qui se 
toixhent en un point oil la tangente commune ne forme pas un angle droit 
avec Vaxe des x, il sujfil de ckercher les nombres qui indiquent les ordres 
de contact des projections des deux courljes sur le plan des x, y, et sur le 
plan des x, z, Chacun de ces nombres, s’ Us sont egaux, ou le plus petit 
d’entre eux, s’ Us sont inegaux, indiquera I’ordre de contort des couiies 
proposdes. 

CoroUaire 1. — Le th6oreme qui precede subsiste egalement dans le 
cas oil les variables a?, jk, z d4signent des coordonnees rectangulaires, 
et dans le cas oil ces variables representent des coordonnees obliques. 

CoroUaire II. — Lorsque deux courbes a double courbure se tou- 
chent en un point ou la tangente ne forme pas un angle droit avec 
I’axe des x, la determination de I’ordre du contact se trouve r^duite 
par le theorbme V k la rechdrebe de I’ordre de contact de deux courbes 
planes, e’est-k-dire a un problbme deja r6solu. 

CoroUaire III. — Supposons que deux courbes, repr6sent6es cbacune 
par deux equations entre les coordonnees rectangulaires ou obliques a. 
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V, s, aient entre elles un point commun correspondant a I’abscisse a?, 
et en ce point une tangente commune non perpendiculaire a I’axe des 
a?, avec un contact de I’ordre a. Soit d’ailleurs n le nombre entier egal 
ou immediatement sup^rieur k a. Enfin, admettons quo Ton prenne 
I’abscisse id pour variable ind^pendante, et que 1 on designc par y , 

y” s', z", z", ... les deriv4es successives des variables^ et s con- 

siderees comme fonctions de cd. En vertu du theorfeme V, les quantites 


( 32 ) 


{.r, r> 


v(»). 

• • • > J > 


zW 


conserveront les memes valeurs, pour le point dont il s’agit, dans le 
passage de la premifere courbe a la seconde, tandis que chacune des 
quantites 

(33) 


ou an moins Tune des deux, changera de valeur. 

CoroUaire IV. — Lorsque la tangente 6ommune aux deux courbes ne 
forme pas un angle droit avec I’axe des x, et que I’ordre de contact 
est un nombre entier, il suffit, pour determiner cet ordre, de chercher 
la plus grande valeur qu’on puisse attribuer au nombre entier n, en 
choisissant ce nombre de manifere que les quantites (Sa) demeurent 
toutes invariables pour le point de contact dans le passage d’une courbe 
a I’autre. Cette valeur de n indique pr4cisement I’ordre demande. 

CoroUaire V. — Si la tangente commune aux deux courbes formait 
un angle droit avec I’axe des x, elle ne pourrait 6tre a la fois perpen- 
diculaire au plan des x, y et au plan des x, s. Par suite, elle formerait 

un angle dififi&rent de ? avec I’axe des y, et avec I’axe des z, ou au 
moins avec I’un de ces deux axes. Done, pour d6terminer, dans cette 
hypothfese, I’ordre de contact des deux courbes k I’aide du theoreme V, 
il suffirait de substituer a I’axe des x I’axe des y ou I’axe des z, et de 
remplacer en mkme temps le plan des x, z, ou des x, y, par le plan 
desj.s. 
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Le tlieoreine V, k I’aide duquel on fixe aisement I’ordfe de contact 
des deux courbes a double courbure, peut etre remplace par un autre 
theorbme qui n’est sujet a aucune restriction, et que nous allons etablir 
en peu de mots. 

Soil toujours P le point commun a deux courbes qui se touchent. 
Soient encore Q, R deux autres points situes sur la premibre et sur la 
seconde courbe, egalement eloignes du point de contact, et dont les 
distances a ce point se reduisent a une longueur infiniment petite, 
designbe par i. Enfin, concevons qu’a partir du point P on porte sur la 
seconde courbe un arc PS, qui ait la meme longueur que I’arc PQ, 
qui soit dirige dans le mbme sens, et qui aboutisse au point S. La 
secante QS, en vertu du theorbme I de la page 179, sera sensiblement 
perpendiculaire, ainsi que la secante PR, a la tangente commune. De 
plus, la corde RS, etant comprise entre deux points de la seconde 
courbe trbs rapproches du point de contact, sera sensiblement paral- 
lele a cette tangente. Par consequent, dans le triangle rectiligne QRS, 
les cotes QR et QS formeront avec le troisibme c6te RS des angles dont 
chacun differera tres peu d’un angle droit. Done le rapport entre les 
deux premiers cotbs, ou, ce qui revient au memo, le rapport entre les 
sinus des angles opposes differera tres peu de I’unite; et Ton aura, en 
designantpar I une quantite infiniment petite, 

(34) QS = QR(H-I) = (H-I) 2 isin “• 

D’autre part, comme le rapport entre I’arc PQ et la corde PQ = i aura 
pour limite I’unitb, on trpuvera encore, en designant par J une quan- 
tity infiniment petite, 

(35) arePQ = (n- J)t. 

Cela pose, admettons que, les deux courbes ayajnt entre elles un con- 
tact de I’ordre a, on considere le rayon vecteur i comme infiniment petit 
du premier ordre. II est clair que I’arc PQ sera encore un infiniment 
petit du premier ordre, tandis que la distance QS sera de 1 ordre a-h i. 
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Ajoutons qtfe I’prdre de cette distance ne variera pas {voir le corol- 
laire III du theorfeme IV de la p. i88), si Ton prend pour base I’arc PQ 
ou une quantite telle que Tare PQ reste infiniment petit du premier 
ordro. Ces remarques suffisent pour dtablir le nouveau tbeorbme que 
nous allons enoncer : 

Theor^me VI. — Pour obtenir V ordre de contact de deux courbes qui se 
toiickent en un point donnd, il suffit de chercJier le nomhre qui reprdsenie 
V ordre de la distance infiniment petite comprise entre les extremites de 
deux longueurs dgales ponies sur les deux courbes a partir du point de 
contact, dans le cos oil ces mimes longueurs deviennent injiniment petites 
du premier ordre. Le nombre dont il s'agit, diminud d'une unite-, indique 
toujours V ordre du contact. 

Corollaire I. — Soit i la quantite infiniment petite qui represente 
chacunc des deux longueurs mentionn^es dans le theorfeme VI. Desi- 
gnons, en*outre, par a?, z et par v), les coordonnecs des points 
auxquels ces longueurs aboutissent sur la premifere et la seconde 
courbe. Enfin, soit 

(36) ' « = ^(a!-?)» + (j--n)» + (ir-C)* 

la longueur de la droite menee du point (^, y], Q au point {x,y, z). Si 
Ton considfere i comme un infiniment petit du premier ordre, et si Ton 
appelle a I’ordre de contact des deux courbes, la distance « sera (en 
vertu du theorfeme VI) un infiniment petit de I’ordre a + i . Par suite, 
le carre de cette distance, ou la somme 

(37) + 

sera un infiniment petit de Tordre aa -+- a ; ce qui exige que, des trois 
difii&rences 

(38) « — I, 7 — Y], 5 — ?, 

Tune au moins soit de Tordre a-h i, les deux autres 6tant du meme 
ordre ou d’un ordre plus eleve. On arriverait k la m4me conclusion en 
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observant que les valeurs num^riques des expressions (38) repre- 
sentent les projections de la distance a sur les axes des x, y et z. En 
effet, il est aise de reconnaitre qu’«/ie distance injiniment petite et sa 
projection sur un axe quelconque sont en general des quantity de mime 
ordre. Seidement I'ordre de la projection peut surpasser I’ordre de la dis- 
tance, dans h cos oil celk-ci devient perpendiculaire d I’axe. Mais il est 
clair que cette dernibre condition ne saurait etre remplie a la fois pour 
les trois axes des x, des y et des z. 

Corollcure II. — Conservons les memes notations que dans Ic corol- 
laire precedent. Soit toujours a I’ordre de contact des deux courbes 
donn^es, ct designons par ra le nombre entier 4gal ou inimediatement 
sup 6 rieur a a. Puisque, la quantite i etant regardee comme infiniment 
petite du premier ordre, Tune des trois differences 

( 89 ) x — l, y — n, z — K 

devra 6 tre de I’ordre a -h i , les deux autres etant du meme ordre ou 
d’un ordre plus 61eve, il resulte de ce quiaete dit(p. i85) que, si Ton 
prend i pour variable independante. 



_ „ d(x-- 

II 

— - 

K) 


•?) 


cti 


di^ 

9 



(4o) ^ 

d(y- 


d^iy- 


d" ( r — 

Jl) 

dt 


di^ 

— 9 

’ ' ’ di-‘ 



1 _ ^ 

1 ~ (ti 


d^iz- 

dP 

i), 

— 

' ■ ■ ’ di''’ 

II 


s’ 6 vanouiront avec i, tandis que chacune des d^rivees 

— 0 — Yi) — g) 

OU du moins I’une d’entre elles, cessera de s’evanouir pour i—o. 
Soient, d’ailleurs, s et ^ les arcs renferm^s : i® entre un point fixe de 
la premifere des courbes donnees et le point mobile (x,y,s); 2 ® entre 
un point de la seconde courbe et le point (^, ij, ^); ,et ,admettonS'que 
ces nouveaux arcs soient diriges dans le meme sens que 1 arc r. Comme 
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les trois variables i, ^ et <; differeront entre ellcs de qnantit 6 s con- 
stantes, on aura 

( 42 ) di=zds=zdg; 

et Ton pourra prendre pour variable independante, quand il s’agira 
de la premiere courbe, s au lieu de quand il s’agira de la seconde 
courbe, q au lieu de i. Cela pos4, les expressions ( 40 ) et (4x) devien- 
dront respectivemeut 



( f — 

dx d\ 

’ ds dg^ 

(fix d^t 
~d^~d^’ 

d>*x d‘^1 
flJs" ~ 'dy ’ 

(43) 

.V-. 

dy df\ 

* ds di' 

d^y 

'd^~dy' 

’ ds'^ rfs" ’ 


\ 

^_dK 

ds dg ’ 

d^z 

ds* ds* ’ 

rf" z rf" ? 

’ ds'* ds" ’ 

et 





(44) 

X 



Ln egalant les quantit^s (43) a zero, on formera les equations 


x=-, 

dx __ dl 
ds dg^ 

d*x _ d*c 
ds* ds* ’ 

d^x 

(45) ^ 

1 .>'=’•» 

II 

d‘y d*-fi 

'dP^~ d?’ 

d^y ^«V3 

’ ds'^ dg’^ ’ 


- — r 

1 

dz dK 

cis~ dy 

^_d*^ 
ds* ~ ds* ’ 

d^z _ d^Xs 
’ ds^^ ’ 


qui devront toutes se verifier pour le point de contact des courbes pro- 
pos§es, tandis que, pour le m^me point, chacune des expressions ( 44 )» 
ou au moins 1 une d’entre elles, obtiendra une valeur diff 4 rente dc 
zero. Si maintenant on observe qu’on peut sans inconvenient substi- 
tuer, quand il s’agit de la seconde courbe, les lettres a;, j', z et^aux 

lettres yj, ^ et q, on arrivera immediatement au theorbme que nous 
aliens enoncer. 

TaeoRiME VIL — li'tani proposies deux courbes qui se louchent en un 
point, siVoncomidirelescoordonneesx, y, z de chacune d'eUes comme 
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des fonctions de I’arc s prts pour variable indipendante, et si I’ on suppose 
cet arc compti sur chaque courhe de telle manidre quU se prolonge dans le 
mime sens pour les deux courbes au deld du point de contact; non seu- 
lement, poiir le point dont il s’agit, ks variables x, y, z, et leurs dirivies 
du premier ordre 

dx dy ds 
ds’ ds’ ds’ 

ne chdngeront pas de valeurs dans le passage de la premiire courbe a la 
seconde, maxs il en sera encore de mime des deiivees successwes 

d^x d?x _ d^y d^y ^ d^z 

ds^ ’ ds^ ’ ’ ds^ ’ ds^ ’ ’ ds* ’ d^ ’ ’ 

jusqu’d cedes dont V ordre sera indiquA par le nombre eniier dgalou imme- 
diatement supdrieur a V ordre du contact. Celles-ci seront les demiires qui 
rempUront la condition enoncde, en sorte que les trots sidvantes, ou au 
moins I’une des trois, changeront de valeur quand on passera d’une 
courbe d V autre. 

CoroUcdre I. — Si les deux courbes ont entre elles un contact de 
I’ordre n, n d^signant un nombre entier, alors, dans le passage de la 
premifere courbe a la seconde, chacune des quantites 


dx d*x d’^x 

-rfF’ 

dy d}y d'^y 

W 

dz 

ds’ ds*’ ds”’ 

conservera la mfime valeur pour le point de contact, tandis que chacune 
des trois d6rivees 

d”*^*x d'^'-y d”'^*z 

(47) d^*’ ds”^*’ 

OU au moins I’une des trois, prendra une valeur nouvelle. 

OEmret d» C. — S. U, t. VI. 
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On pourrait ais4ment revenir du theorfeme VII aux theorfemes IV 
et V. On pourrait aussi en deduire generalement les conditions aux- 
quelles doiventsatisfaire les deriveesdes coordonn^es de deux courbes 
quelconques pour que ces deux courbes aient entre elles un contact 
d’un certain ordre, dans le cas oil Ton prend pour variable ind^pen- 
dante, non plus I’abscisse a? bu I’arc^, mais une fonction quclconque 
des coordonn^es cp,y, s. Toutefois, comme, pour y parvenir, il suffirait 
d’avoir recours h un changement de variable independante, nous ne 
nous etendrons pas sur ce sujet, qui ne presente aucune difficulte 
reelle, et nous passerons iiumediatement a I’exposition des principes 
qui nous paraissent devoir 4tre adopt6s dans la theorie des contacts 
des surfaces courbes. 

. Considerons deux surfaces qui se touchent en un point donne P. Si, 
par le point P, on mbne un plan normal aux deux surfaces, les deux 
lignes d’intersection seront tangentes Tune a I’autre; et, si Ton fait 
tourner ce plan autour de la normale, les deux lignes dont il s’agit 
changeront en general de position et de forme. Quant au nombre qui 
repr^sentera I’ordre de contact de ces deux lignes, il pourra, ou de- 
meurer toujours le meme, ou changer de valeur avec la position du 
plan normal. Or, ce nombre, quand il est invariable, ou sa valeur 
minimum, dans le cas contraire, sert k mesurer ce qu'on appelle Yordre 
de contact des deux surfaces. Soit a cet ordre, et supposons que, les 
deux surfaces etant coupees par un plan normal quelconque, c’est- 
a-dire par un plan qui renferme la normale commune, on nomme Q, 
R les points ob les courbes d’intersection, prolong^es dans un certain 
sens, sent rencontr^es par un arc de cercle decrit du point P comme 
centre avec un rayon trbs petit d^signe par i. Si I’on considbre ce rayon 
comme infiniment petit du premier ordre, la distance QR, variable 
avec la position du plan normal, sera elle-mbme une quantite infini- 
ment petite, d’un ordre marqub par un nombre constant ou variable 
dont a -f - 1 reprbsentera la valeur unique ou la valeur minimum. 

Concevons maintenant que, par le point Q situ4 sur la premibre 
surface, on mbne une secante parallble b une droite qui forme avec le 
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plan tangent commun aux deux surfaces un angle o sensiblement dif- 
ferent de z6ro, mais inferieur ou tout au plus egal a et que cette 
secante coupe la seconde surface en S. Dans le triangle QRS, It* 
c6te RS, sensiblement parallble au plan tangent, puisqu’il seraconipris 
entre deux points de la seconde surface trbs rapproches du point de 
contact, formera evidemment avec les cdtes QR, QS des angles finis, 
dont le premier diff6rera tres peu d’un angle droit, tandis que le second 
sera egal ou superieur a o. Done, si Ton designe par I une quantite 

infiniment petite et par A un angle cbmpris entre les limites S et -> 
on aura 



Or il resulte de cette derniere formule que la distance infiniment 
petite QS sera, pour toutes les positions du plan normal, de meme 
ordre que la distance QR. De plus, comme le rapport entre laperpen- 
diculaire abaissee du point P sur la droite QS ou sur son prolonge- 
ment, et le rayon vecteur PQ = i, sera equivalent au sinus de Tangle 
PQS forme par la droite QS avec une droite PQ sensiblement parallble 
au plan tangent, et par consequent une quantite finie diff6rente de 
zero, cette perpendiculaire sera bvidemment une quantity infiniment 
petite du premier ordre. De ces diverses reraarques on deduit imme- 
diatement la proposition suivante : 

THiORfiME VIII. — L' ordre de contact de deux surfaces qui se touckent 
en un point donni P est inferieur d’une uniti a la valeur unique ou a la 
valeur minimum du nombre qui represente V ordre de la distance injini- 
ment petite comprise entre les points Q, S om elks sont rencontrees par 
une sdcante qui forme avec le plan tangent commun a ces deux surfaces 
un angle sensible, lorsque Von considere la distance du point de contact d 
la sdcante dont U s’ agit comme un infiniment petit du premier ordre. 

Supposons que Ton ait mene par le point P un plan quelconque 
qui forme un angle sensible avec le plan tangent. Ce plan coupera les . 
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deux surfaces suivant deux nouvelles courbes. De plus, on pourra 
concevoir que la secante ci-dessus mentionnee coincide avec une droite 
comprise dans ce m^nie plan; et alors, en comparant le theorfeme pre- 
cedent au tlieoreme III, on etablira sans peine une proposition que 
nous allons enoncer : 

TiCEORfeME IX, — Lorsque deux surfaces ont entre eUes en un point 
donnS un contact de Vordre a, tout plan normal ou oblique, qui forme un 
angle sensible avec le plan tangent comrrmn a ces deux surfaces, les coupe 
suivant deux courbes qui ont entre eUes un contact de Vordre a ou d’un 
ordre superieur, 

II imports d’observer ici, non seulement que les sections faites dans 
les deux surfaces, par un plan normal ou oblique qui renferme le 
point commun, peuvent avoir entre elles un contact d’un ordre beau- 
coup plus eleve que le nombre a, mais qu’elles peuve t memo, dans 
certains cas, se confondre entiferement Tune avec I’autre. Alors le 
nombre qui represente I’ordre de contact des deux sections prcnd une 
valeur infinie. Ajoutons que ces deux sections se r6duisent quelque- 
fois une seule droite. On pent offrir pour exemple la gen^ratrice 
commune a deux surfaces coniques ou cylindriques qui se touchent en 
un point donne. 

Si les deux surfaces sont represent6es par deux equations entre les 
coordonnees rectilignes oc,y, s, et si le plan tangent men6 par le point 
commun n’est pas sensiblement parallble a I’axe des s, alors, en sup- 
posant la secante QS parallble a ce meme axe, on deduira imm6diate- 
ment du theorfeme VIII la proposition suivante : 

TniORiHE X. — Pour obtenir Vordre de contact de deux surfaces qui 
se touchent en un point oil le plan tangent nest pas paraUele d V axe 
des z, ilsuffit de mener une ordonnie tris voisine du point de contact et de 
chercher la valeur unique ou la valeur minimum du nombre constant ou 
variable qui represente Vordre de la portion infinimcnt petite d'ordonnee 
comprise entre les deux surfaces, dans, le cas od Von consid£re la distance 
du point de contact a V ordonnie comme infmiment petite du premier ordre^ 
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Celte valeur unique ou cette vakur minimum, diminuee dime unitd, 
indique I’ordre du contact. 

CoTollaire I. — Soient 


(48) 

(49) 


-=/(^..r). 

5 = F(:r,j.;) 


les equations des deux surfaces. Elies auront un point commun corres- 
pondant k un systeme de valeurs donnees des variables x, y, et en ce 
point un plan tangent commun, non parallele a I’axe des s, si, pour 
les valeurs proposees de x,y, les formules ( 48 ) et (49) fournissent des 
valeurs egales et finies, non seulement de I’ordonnee s, mais encore 
de ses derivees partielles p = q = en sorte que les equations 


(5o) /(^,j)=F(a;,j) 

et 

. <?/(a?,.y) _ dF(a?,.v) <)/(a;,.>') _ d'E{a;,y) 

( Ojb do! ’ dy dy 


soient verifiees, etque les deux membres de chacune d’elles conservent 
des valeurs finies. Dans cette hypothese, la difference 

(32) F(a?,/)— /(a:,7), 

qui s’evanouira pour les valeurs de a? et de relatives au point cora- 
mun, deviendra infiniment petite quand les variables x, y recevront 
des accroissements infiniment petits Aar, Ay; et, si Ton considere la 
distance 

( 53 ) + 

comme 6 tant un infiniment petit du premier ordre, I’ordre de la quan- 
tity infiniment petite qui repr 6 sentera la nouvelle valeur de 

I'(x,y)—/(x,y) 
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surpassera d’une unite Tordre de contact des deux surfaces. II importe 
d’ailleurs d’observer que I’expression (53) sera une quantite infini- 
ment petite du premier ordre, si chacun des accroissements Ad?, Aj 
est un infiniment petit de cet ordre, ou si Tun d’eux est du premier 
ordre, I’autre 6 tant nul ou d’un ordre supericur. 

CoroUav-e II. — Si les deux surfaces se touchent on un point de 
I’axe des z, mais de maniere que cet axe ne soit pas renferme dans le 
plan tangent mene par le point de contact, il suQira, d’aprfcs ce qu’on 
vient de dire, pour determiner I’ordre du contact, de chcrcher le 
nombre qui indiquera Tordre de la difference F(d?, j) — on 

considerant les deux variables a?, y comme des infiniment petits du 
premier ordre, et de diminuer ce nombre d’une unite. En operant 
ainsi, on reconnaitra que les quatre surfaces repr 6 sentees par les quatre 
Equations 

r = zz=x»-hj’*, s = x^ + y^, = 

ont toutes entre elles, a Torigine des coordonnees, un contact du pre- 
mier ordre, tandis qu’au meme point les deux surfaces 

Z =zz js it: yn-hl 

ont un contact de I’ordre /i, et les deux surfaces 

A A 1 . K 

un contact de Tordre 7—1 = 7 . 

44 

CoroUaire III. - Supposons que les surfaces ( 47 ) et ( 48 ) aient un 
point commun correspondant aux coordonnees a?, y, et on ce point un 
plan tangent commun, non parallble k I’axe des s, avec un contact de 
1 ordre a. Soil dailleurs n le nombre entier egal ou immediatement 
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superieur k a. La difference 

(54) /(x, r) 

s’evanouira; et, si Ton designe par Aa?, Ay des accroissements infini- 
ment petits du. premier ordre attribues aux coordonnees x, y, I’ex- 
pression 

(55 ) F (j; + Aar, y + Ar) — /(a; ■+■ Aa:, r + Ar) 

sera (en vertu du corollaire I) un infiniment petit de Tordre a + i. 
D’ailleurs, pour que les accroissements Acc, Ay soient infiniment petits 
du premier ordre, il siiffira de prendre 

( 5G ) Ao? = (X flLr, Aj' = a dv, 

en designant par a une quantite infiniment petite du premier ordre, 
et en donnant aux differentielles dx, dy des valeurs finies. Alors I’ex- 
pression (54) se presentera sous la forme 

(57 ) F(a; 4- « dx, y + « dy) — /(a? ■+■ « dx,y 4- « dy). 

Done, si Ton considbre k variable a comme infiniment petite du pre- 
mier ordre, I’expression ( 57 ) sera, dans Thypotlibse admise, un infini- 
ment petit de I’ordre a 4 - 1 , quelles que soient d’ailleurs les valeurs 
finies attribuees aux differentielles dx et dy. 

Concevons maintenant que Ton pose, pour abreger, 

(58) Fix-+-ixdx,y+«dy)—f{x+adx,y+ady)=.<^{ct). 

En vertu de ce qui a ete dit (p. i85), ij;'"+‘>(a) sera la premibre des 
functions 

4>(«), 4''(«)> 

qui cessera de s’bvanouir avec a; en d’autres termes, ;j/(“'^'>(o) sera la 
premibre des quantitbs 

4'(0)> 'l''(°b +'’( 0 )* 
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qui obtieiidra unevaleui* clifferente de zero. On aura done 

(09) 6(o) = o, !}/'(o) = o, 4i''(o) = o, .... <}>(")(o)t=o. 

D’ailleurs, en ayant egard aux principes etablis dans la XIV® Le^'.on de 
Calcul infinitesimal, on trouvera 

' 4/ (o) = F(a?,7) — 

4/'(o) =rfF(.r,7) —df{x,y), 

(60) I 'l'"(o) =:(f‘^{x,y) — d'^f{x,y), 


\ i<«)(o) = rf“ F(a!,7) — 

Done on aura, pour le point commun aux deux surfaees, 

/ F(a?,7)= /(a:, 7), 

1 rfF(a;,7) = rf /(a?,7), 

( 61 ) I (5PF(a;,7) = cP/(.r, 7 ), 


I rf''F(a?,7) = cr'>/(a7,7) 
ou, ce qui revient au meme, 


(6a) 


F(a?,7) =/(a?,7), 


Ces derniferes formules, devant subsister, quelles que soient les valeurs 
finies attributes aux dilFerentielles dee, dy, entraineront tvidemment 
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dF(a;,j) 

dx 

d*F(a:,.r) 

_ d/(.r, r) 
dx ’ 

_d-f(,x,x) 

dF(dj, r) 
dy 

d*F(a?,_r) 

d/(a-, v) 
dv ’ 

_d*/(x,.r) 

d'-V{x,r 

) d'-fix,y) 

djc‘ 

dx^ ’ 

dxdy 

dx dy ^ 

dy^ 

dy^ ' 

d"F («,.)') 

_ d®/(a;,j) 
dJJ" ’ 

dvc"-* dy 
d" F(d;,_r) 

_ d'‘/(a:, r) 
djj®~‘ d,v ’ 
_ d'‘/(d7,.r) 

d'‘F(a?, V 

) d\fix,y) 



dx 

dx ^ 

dj" 

dy" 


Par consequent, lorsque deux surfaces se touchent en un point oil le 
plan tangent n’est pas parall^le a I’axe des z, non seulement, pour le 
point dont il s’agit, I’ordonnee s, consideree comme fonctidn des deux 
variables ind^pendantes x, y, et ses derivees partielles du premier 
ordre, savoir 


( 64 ) 


flte’ dy' 


ne changent pas .de valeurs, dans le passage de la premiere surface a 
la seconde; mais il en est encore de mfime des derivees partielles 


/ ^ d^z ^ 

1 dx'’ dxdy’ d/*’ 

(65) } ^ d^z 

I djj’’ dx^dy' dx dy^’ 


d^z 

dp’ 


jusqu’a celles dont I’ordre coincide avec le nombre entier egal ou imm6- 
diatement superieur k I'ordre du contact : en d’autres termes, si I’on 
d^signe par n ce nombre entier, I’ordonnee z et ses diff^rentielles 
totales des divers ordres jusqu’a celle de I’ordre n, c’est-k-dire les 
quantites 

z, dz, cPz, 

OEuvres de C* — S, 11, t. VI. 


( 66 ) 


3a 
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conservfiroiit l6s nieinos valBurs dans Ic passage de la ppeiuiepe supface 
k la seconde, quelles que soient les valeups assignees aux differen- 
tielles dx^ dy des vapiables independantes. 

CoroMre IV. — Si, les deux surfaces ayant un contact de I’ordpe a, 
le plan tangent conimun devenait parallele a I’axe des z, alors, en attri- 
buant aux valeurs des coopdonn4es x, y, qui so rappovtent au point de 
contact, des accpoissements infiniment petits du premiep opdre, on ne 
tpouvepait pas genepalement pour les valeups coprespondantes de la 
difference 

un infiniment petit de Tordre a -hi. Neanmoins, on pourrait encore 
determiner I’ordre du contact par la m^thode dont nous avons fait 
usage, en substituant Tune des variables a?, y a la variable z. Ainsi, 
par example, pour montrer que les deux surfaces 

s = s = (i — , 


qui touchent a I’origine le plan des/, s, ont en ce point un contact 
du second ordre, il suffira d’observer que leurs equations r^solues par 
rapport a x prennent les formes 





I— 7*’ 


et que la difference 

s* s* 

»— 7 ® ~ 1 — 7 * 


est un infiniment petit du troisikme ordre, quand Ton considbre / et 
s eomme des infiniment petits du premier ordre. Quant k la difference 
f{x,y) —/{!z,y), elle se reduit dans cet example k 

— 7 *)^— — 7 *)’ . 

et lorsque Ton considbre x et/ comma des infiniment petits du pre- 
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mier ordre, elle est une quantite infiniment petite, non plus du troi- 
sifeme ordre, mais de I’ordre ^ seulement. 

CoroUaire V. — Lorsque le plan tangent commun aux deux surfaces 
n’est pasparallfele kl’axedesi, etque I’ordredu contact estun nombre 
entier, il suffit, pour determiner cet ordre, de chercher quelle est la 
dernibre des equations 

(67) F(^,j)=/(a?,j), df(x,y)=df{a!,y), rf-F(ar, j) = cP/(a:,/), ..., 

qui se trouve verifiee pour le point de contact, independamment des 
valeurs attribuees aux difFerentielles das, dy des variables indepen- 
dantes. L’ordredes diiBFerentielles totales comprises dans cette dernifere 
equation sera precisement I’ordre demands. 



APPLICATION 


DU 

CALCUL DES RfiSIDUS 

A l’int^gration 

DES Equations DiFFfiRENTiEUES lin£aires 

ET A COEFFICIENTS CONSTANTS. 


Concevons d’abord qu’il s’agisse d’integrer I’^quation differentielle 


(<) 


(S?“v ^«-ly dv 


rt,, Oj, a„_,, a„ d6signant des coefficients constants; et faisons, 
pour abregcp, 

(**) F(r) = /■» -i- a, r»-* + a, a^-x r +. an- 

il est clair qne, pour verifier I’equation (i), il suffira de prendre 


( 3 ) 


V— r 

•^-0((F(r)))’ 


9 {r) designant une fonction arbitraire de rqui ne devienne pas infinie 
pour des valeurs de r propres k verifier la formule 

(4) F(r) = o. 


Efifectivement, si 1 on substitue la valeur pr^cedente de y dans le pre- 
mier membre de 1 Equation (i), ce premier membre se trouvera r4- 
duit a 


( 5 ) 


P F(/-)<p (/•)«'•» 
O ((F(r))) 
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D’ailleurs, les valeurs de f(r), 5 '(r), qui correspondent aux di- 
verses racines egales ou inegales de Tequation ( 4 ), pouvant etre choi- 
sies arhitrairement, il est aise de reconnaitre que la valeur de j', ’ 
fournie par I’equation (3), renfermera un nombre n de constantes 
arbitraires. Done, I’equation (3) sera I’integrale generale de I’equa- 
lion (i). 

Considerons maintenant Tequation diffferentielle 


( 6 ) 


d"',y , „ y 

dx"’ dx’'~'- 


• H- 




dx 




On posera 
( 7 ) 




Pour que les derivees de cette deriiiere valeur de y, depuis la derivee 
du premier ordre jusqu’a celle de I’ordre n — i, conservent la forme 
qu’elles prendraient si Ton rempla^ait a?) par (p(r), il suffira d’ad- 
raettre que Ton a, pour toutes les valeurs entieres de m inferieures 
a re — r j 


( 8 ) 


dx UPO-)))~ 


Ajoutons que, si cette condition est remplie, on tirera de I’equation ( 6 ), 
en y substij;uant la valeur de j donnee par la formule ( 7 ), 


( 9 ) 




y.n — 1 

PW) 


=/(^)- 


Toute la question se reduit done a determiner la fonction !}/(/■, .r) de 
manibre qu’elle verifie les equations ( 8 ) et ( 9 ). Or, comme on aura 
generalement [en vertu de la formule (63) de la page 36], et en pre- 
nanl /» ■< re — i , 

( 10 ) 


( 11 ) 


I 


(CF(^))) 


I, 
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il est clair que les conditions (8) et (9) seront remplies si Ton suppose 


(12) 

(13) 




e-’’~ /{z) ds + 


ccg designant une valeur particulifere de x et 9(/-) une fonction arbi- 
traire de r. Par suite, I’equation (7) donnera 


(i4) 


J /(a) dz 


-6((F(r)))^o aF(r))) 


Cette dernifere formule est precisement Tintegrale generale de I’e- 
qiiation (G). 


Exemple. — Si I’equation (G) se reduit a 
(10) 




on trouvera F(r) = (/• — i)®, et la formule (i 4 ) donnera 




(16) 


._T <p(r)e>'» . f 

(((/--I).. 

= e®[<p'(i)H-aj(p(i)]4 - ^ {x - z)e^-‘ f{^z)dz. 


On aura done, en designant par e, 2I les constantes arbitraires <p(i), 

( 17 ) y={e'+ex)e=‘+ f {x — z) e^^-- /{z) dz. 

On voit par cet exemple avec quelle facilite le calcul des residus 
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s’applique a I’integration des equations (i) et (6), lors meme que 
I’equation (4) a des racines egales. 

Nous montrerons, dans un autre article, les avantages que presentent 
les forraules ( 3 ) et (1/4), relativement la determination des constantes 
arbitraires. 



SUR LES LIMITES 

PLiCiES A DROITE ET A GAUCHE DU SIGNE I 

DANS IE CALCUL DES RESIDUS. 


Soient x, y deux variables reelles. Soient de plus 

(1) z-=a) +y\/ — I 

line variable imaginaire, et /(s) une fonction quelconque de En 
vertu des conventions adoptees (p. 28), la notation 

(2) 

Jo 


representera le residu de la fonction /{z) pris entre les limites x = x^, 
x = X,y=ya,y = Y, c’est>-k-dire la somme des residus de /(s) rela- 
tifs aux racines de I’equation 


dans lesquelles la partie r6elle demeure comprise entre les limites x^, 
X, et le coefficient de entre les limites y^, Y. 

Concevons maintenant que, f{x,y) ety(^{x,y) designant deux fonc- 
tions reelles des variables x, y, on veuille indiquer la somme des r6si- 
dus dey’(s) correspondants a celles des racines de l’6quation (3) que 
Ton peut d^duire de la formule 

(4) s = + 

en attribuant a la variable x des valeurs Qomprises entre les limites 
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a?o, X, et k la variable/ des valeurs comprises entre les limites r#, Y. 
Alors nous ferons usage de la notation 

(3) 
ou 
t6) 

a la suite de laquelle nous placerons entre deux crochets I’^quation (4). 
que nous nommerons Vdquation caracteristique, parce qu’elle caract4- 
rise la relation etablie entre la variable imaginaire s et les variables 
reelles x, y qui ne doiyent pas depasser les limites exprim6es dans la 
notation (5) ou (G). Ainsi, par example, la notation 

(7) ((/(s))). [5 = e*(cos7 + v/^sinj)] 

a.'rsj'o y=y(i 

indiquera la somme des residue de /(s) relatifs a celles des racines de 
I’equation (3) que Ton d4duit de la formula 

(8) 5 = e*(cos7 + ^/^sin/), 

en attribuant It x des valeurs intermediaires entre les quantites x^, X, 
et k / des valeurs intermediaires entre les quantites/#, Y. Ajoutons 
que les variables r6elles et la variable imaginaire pourront etre repre- 
sent6es indifferemment soil par les lettres x, /, s, soit par d autres 
lettres arbitrairement choisies. Par consequent, on pourra employer 
la notation 

(9) ((/C-®) ))» C- = /•(cos;> + v/=^ sin/j)] 

r=ro^p=77o 

pour exprimer la somme des residus dey\^?) relatifs a celles des racines 
de Tequation (3) que l^on deduit de la formule 

(10) xs = r(cosjo + v^— isin/>), 

en attribuant a la variable r supposee reelle des valeurs comprises 

CEmres de C, — S. II, t. VI. 


r=Y 

((/(■=))) 


r = T x=x 

((/(■=))), 

y=yo 
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entre les limites r#, R, eta la variable p supposee r6elle des valeurs com- 
prises entre les limites po, P. 

II est bon d’observer que, dans les notations (7), (9) on pent 

echanger entre elles, comme on I’a fait en passant de la notation (5) k 
la notation (6), les lettres placees a droite et a gauche du signe et 
destinees a indiquer les variables r6elles ainsi que leurs limites. 

Lorsque I’equation caract^ristique se r6duira simplcment h la for- 
mule (i), nous remplacerons, comme nous I’avons fail jusqu’si pr6sent, 
la notation ( 5 ) ou (6) par la notation (2), dans laquelle les limites pla- 
c6es k gauche du signe £, indiqueront toujours les valeurs extremes 
de la partie r 4 elle de la variable s. 

Lorsque I’equation caracteristique se r6duit a la formule (lo), et 
que la variable r demeure positive entre les limites r^, R, cette variable 
est pr 4 cis 4 ment le module de I’expression imaginaire d6signee par la 
lettre s. Dans ce cas particulier, auquel se rapportent des formules 
dignes de remarque, et qui merite une attention sp6cialo, nous rem- 
placerons, pour abreger, la notation (9) par la suivante 


(n) . 


(R) 

(r,) 


I, ((/(«))). 

(Po) 


dans laquelle les limites placees entre parentheses k la gauche du 
signe ^indiqueront toujours les valeurs extremes du module de la 
variable imaginaire s. Comme, pour obtenir toutes les valeurs possibles 
de cette m^me variable, il sufBt de faire varier, dans la formule (10), 
le module r entre les limites r = o, r = » , et Tangle p entre deux 
hmites de la forme p =p„ p=.l?=p, + n est clair quo le residu 
integral de/{z) pourra etre d6sign6 par la notation 


( 12 ) 


A., 


qui se rtduit, loraqu’on prend />, = - u, k U suivanfe : 
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^ HI 


On aura, en consequence, 

(i4) 

On trouverait de la m6me maniere 

03) V ((/(5))) = 


l«) _(0) 

^ ((/(5)))= r ((/(5))), 

SI 


Z ((/(-)))= Z ((/(-))). 


0 * (os) 

£((/(.)»= r ((/(.)», 


«/(.)))• 


Admettons encore que Ton veuille indiquer la somme des residus 
de f{z) correspondants a celles des racines de lAquation (3) que Ton 
peut deduire de la formula (4), dans le cas oil Ton prend pour a? et r 
des coordonnees rectilignes de points situ6s dansle plan des x,y entre 
deux courbes et deux droites representees par les quatre Equations 


( 19 ) 

j=f(a?), 

(20) 

11 

hi 

(2i) 

CO — 

(22) 

J7 = X, 


deux suivantes : 


ar=X v=F(j:) p , , ^ 

(23) r ((/(S))), [5 = <?(a;,j)-l-s/-‘X(Jf.7)J. 

.r=a'o'^y=f(jr) 

y=rF{X) JP = X P / ■ 

(24) y ((/(5))), [3 = <p(a;,7)-Hv/^5C(^c,7)J. 

jr=f{x) '<r = .ra 

Ces dernieres se presenteront elles-memes sous les formes 
x=S. r=Y [5 = 9(a?,y)-hs/=lz(®,7)] 


( 20 ) 
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ou 

(26) [- = 9 (^, 7 ) + 

jr=yo •r = .ro 

si Ton pose, pour abreger, f(/r) = F(a?) = Y. Par cons6quent, le.s 

notations (5) et (6) peuvent 4tre etendues h des cas dans lesquelsjo et 
Y designent des fonctions de la variable a?, tandis que cc^ et X conti- 
nuent de representer des quantit4s constantcs. Si Ton supposait, an 
contraire, que a?o, X designent deux fonctions f(y), F(j) de la va- 
riable y, etjo* Y deux quantiles constantes, cliacune des notations 

(27) /, ((/(-s))). [^' = 9 (^> 7 ) + V’— 

a-=rf(y) =yo 

(28) ^ '’"’((/(s))), is = <f{.a!,y) + sr^ix{x,y)\ 

y=ro 

exprimerait la somme des residus de f{s) correspondants a celles des 
racines de I’^quation (3) que Ton peut d6duiro do la formula (4), dans 
le cas ob Ton prend pour x ety des coordonnees relatives k des points 
situes dans le plan des x, y, entre deux courbos et deux droitcs repr6- 
sentees par les quatre Equations 


(29) 

iB = f(7), 

( 3 o) 

a; = F(7), 

( 3 i) 

II 

0 

( 32 ) 

7 =Y. 


D’aprbs les conventions que nous venons d’adopter, il est facile de 
voir ce qu’exprimeraient les notations (aS) ou (24), et (aS) ou 
(26), si I’on considerait les variables reelles x, y on r, p, ... 
comme representant, non plus des coordonnees rectilignes, mais des 
coordonnees d’u’n autre genre. Ainsi, par example, si Ton designe par 
r et p des coordonnees polaircs, c’est-k-dire, le rayon vecteur mene 
d un point fixe k un point mobile, et Tangle forme par ce rayon vec- 
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teur avee un axe fixe, on reconnaitra sans peine que la notation 


/’z=F(;7) ;j = P 

( + v/=^Z(/>. r)} 

exprime la somme des residus de /(s) relatifs a celles des racines de 
r^quation (3) que i’on pent deduire de la forraule 

(34) - = + 


dans le cas oii Ton prend pour ret p les coordonnees polaires de points 
situes dans un plan fixe entre deux courbes et deux droites represen- 
tees par les quatre equations 


( 35 ) 

( 36 ) 

( 37 ) 

( 38 ) 


'■ = fCp). 
/• = F(i>), 
P =/^0> 
p = P. 


Au contraire, la notation 


r=R p=F(rl 

(39) ((/(•=))). [- = ?(/>.'•) -1- \/— I z(/>,r)] 


exprimerait la somme des residus de /(s) relatifs a celles des racines 
de I’equation (3) que Ton peut deduire de la formule (34), en prenant 
pour ret /)les coordonn4es polaires de points situes dans un plan fixe 
entre deux.cercles et deux courbes represent6s par les quatre equa- 


tions 


(4o) 

= ^0, 

(40 

II 

(43) 

/»=(■('*)» 

(43) 

p = ¥{r). 


Lorsque I’^quation (4) se reduira simplement a la formule (i), nous 
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remplacerons, pour abreger, les notations (aS) et ( 27 ) par les sui- 
vantes 

(44) ^ ((/(^))), 


(45) 


F(J') 

fiJ-J 


<£*((/(5))). 

n 


dans lesquelles nous placerons toujours, k la gauche du signe les 
limites de la partie r4elle de la variable s. 

De meme, lorsque I’equation (34) se rkduira simplement a la for- 
mule ( 10 ), nous remplacerons les notations (33) et ( 39 ) par les sui- 
vantes : 


(46) 

(47) 


ir(p)J -m 

((/(-))). 


(») 


(/•o)'-^[F(r)] 


dans lesquelles nous placerons toujours, k la gauche du signe les 
limites du module de la variable s. 

Les principes que nous venons d’exposer sent immediatement appli- 
cables a la transformation des rksidus pris entre des limites donnees, 
dans le cas oh Ton opkre un changement de variable iftdependante. 
Ainsi, par exemple, si Ton suppose que les variables imaginaircs z eit 
soient liees entre elles par I’hquation 

(48) » = 4'(0. 


et qu’k chaque valour de s corresponde une valeur de t, on aura, en 

yertu des mkmes principes, etde ceux que nous avons pr 4 c 6 demment 
etablis (p. 214 et suiv.), 


•Te 




( 49 ) 
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Tequatioii caracteristique, relative aux variables x, y, t, etant 

(50) 

Concevons en particulier que '^(«) represente une des valeurs de z pro- 
pres k verifier la formule 

(51) i = e=, 
et soit en outre 

(52) /(5) = e=i'(e=). 

On aura 

(53) +'(0 = §=i; 
et la formule ( 49 ) donnera 

.ro^yo y=yo 

.puis, en posant, pour plus de commodite, 

(55) e^=r, e®o=7-o, e*=R, y=p, yi)=P<>, Y = P, 

on trouvera 


(56) («“)))= ((f(0)). [« = r(cosi>-+-v^sin/>)], 

jTo^yo J’=r-^IJ=1I« 


3=R ^P=P 

r=ra^p=pQ 


ou, ce qui revient au m^me, 

X _ Y 


(57)' 


r ((c=f(eo))= ((i’(0))- 


A Vaide de rkquation (Sy), on deduira sans peine de la formule (i i) 
(p. 126) de nouveaux resultats dignes de remarque. En efifet, si, dans 
la formule dont il s’agit, on pose /(s) = e*f(e*), on en tirera 



f fex+rv'^) — e*.' dy 

[gYV=3 j»(:gaM-Y,Ft)_ey,V=» f (c»+-y.V^)] = 


2 7rv/=nF ((e=f(cO)); 

jf* ■ ro 
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mk 

puis, en ayant egard aux Equations ( 55 ) ct (57), on trouvera 

, _ _ 

I V— I / [R — ^!o dp 

) 

i (R) n>) 

/ — / [ePV-> [{reP^|-i) _ eP.V-» |'(7-eP.v/-*)] drz^-i-ssj—i / (( (’(«) )). 

«• /.jj * (/*o) (/>«) 

La formule (59) suppose 4 videmment que la fonction 
(60) ^{reP'f^) = f [/•(cosjt) 4- v/ — i sin p'j\ 

\ 

conserve une valeur unique et determin 4 e, tant qu’elle ne devient pas 
infinie, au moins pour toutes les valeurs reelles des variables r, p 
comprises entre les limites r = r,,, r= R, = /?o» P = P- Si I’on pose 
dans la memo formule 


/•o=o, R = i, p — o, P = 7r, 
on obtiendra la suivante : 


(61) f eP'l-^^{eP'ry)dp+ f [f(/-)-r(-r)]rf/-=2irv/-i |’(0)), 

*^0 Ja (0)^(0) 

que Ton peut encore ecrire comme il suit : 


(62J jf eP'Fy^{eP'l-y)dp — \f^ij' f(r)rfr- 


( 1 ) 

• (0)^0) 


Si Ton posait, au contraire, P = /?*+ ait, on aurait 


eP'l-y = ePJ-\ 


et la formule (59) donnerait 

(63) J [Rf(Rc'’''-0 — ^o f(r,e'’v'=‘)]eP\/=ii^=:2n (((’(«) )). 


Cette dernibre, dont les deux membres ont des valeurs indbpendarites 
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de Tangle designe par /?<,, se reduira simplement a 

(64) f [Rf(RePvPJ)-r„f(roei’v^)]e^>\Frrfj3 = 2r 'V" (( f(0 )), 

si Ton prend Enfm, si Ton prend r# = o, R = i , et si Ton admet 
que le produit tf{t) s’6vanouisse pour z=o., on tirera de Tequa- 
tion (62) 

(1) ( 7 t) 

(65) / = £, ((f(0)). 


Les formules (59), (61) et ( 65 ) coincident avec des equations que j’ai 
donn6es dans le BuUetin de la Socidti philomatMque de 1 822, dans le 
XIX® Cahier du Journal de V£cole Royale Poly technique, et dans le M6- 
moire Sur les intdgraJes ddfinies prises entre des limites imagincdres, II est 
essentiel d’observer qu’en 6valu*ant Texpression 


( 66 ) 


(R) ^(P) 


(( f(<) )). 


comprise dans le second membre de T6quation ( 59 ), on devra, si r, 
n’est pas nulle, r^duire k moitie chacun des T6sidus relatifs aux va- 
lours de la variable t, qui, etant propres a verifier Tequation 


(67) 


f(0 


= 0, 


auraient pour module Tune des quantiles positives r^, R, ou correspon- 
draient a Tun des arcs P* G’est une convention que Ton est force 
d’admettre, si Ton veutque les formules 


( 68 ) 

(69) 


IR) (P) (P) «.(P) 

t ((f(0))= 4 


(R) p(P) 

(ro)^(;»o) 


V* J (R) im-U. 

4 ((f(0))= ,4 ((f(^)))+, ,4..«f(«))> 

(ro) (po) 


(pi^(po) 

(R) p(P) 
(ro)^(cr) 


s’ktendent au cas m6me oil quelques-unes des racines de T6qua- 
tion (67) correspondraient soil au module p, soil k 1 arc o. De plus, 
pour que ces formules subsistent dans le cas ou la valeur numerique 

OEwns de C. — S. II, t. VI. ^“1 
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de la difference P — /># devient 6gale ou sup^rieure h ir, il faut 4vi- 
demnient supposer que la notation (66) represente alors la somme des 
residus relatifs aux divers systemes de valeurs de ret de/? qui rendent 
I’expression imaginaire 

(70) f=r(cos/?4-v^^sin/?) 


propre a verifier I’^quation (67); d’oii il suit que, dans cette somme, 
le residu relatif k chaque racine devra 6tre multipli6 par le nombre m, 
s’il existe, entre les limites /?o, P, m arcs diff^rents correspondants a 
cette racine. Si un ou deux de ces arcs se reduisaient k Tune des 
limites p^, P, il faudrait remplacer le coefficient m par m — 5 dans le 
premier cas, par m — j dans le second. Ainsi, par exemple, dans la 
somme represent^e par la notation 


(71) 


(R) „(n) 

I ((f(O)b 


un residu relatif k une racine negative de I’equation (67) prendrait 
pour coefficient I’unite, quoique cette racine repondit k la fois aux 
deux arcs /? = — u, p = -i-Tc. Ajoutons que, pour etendre la for- 
mule (56) k toutes les hypothfeses que Ton peut faire sur les valeurs 
des racines de I’equation (67), il est k propos d’exclure toujours de la 
somme represent4e par la notation 

(72) ((f(«))) 

le rksidu correspondant k une valeur nulle de ou, ce qui revient 
au meme, k une valeur infinie et negative de la variable s. Ces diverses 
conventions ^tan'f admises, on reconnaitra sans peine que la for- 
mule (59) continue de subsister : 1° lorsque la valeur num4rique de la 
difference P— /?, devient supkrieure k 2Tt; 2® lorsque la limite To 
s’evanouit. 

Laformule (65) fait dependre revaluation de I’integrale 
f7*) / eP'F* f{eP^)dp 
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de la recherche des residus de la fonction f (i) correspondants a celles 
des racines de I’^quation 

<67) P^=. 

qui presentent une valeur numerique ou un module inferieur a I’unite. 
Elle fournit, comme la formule (33) de la page i35, les valeurs d’un 
grand nombre d’integrales d6finies, et peut se deduire directement de 
la meme formule, ainsi qu’on va le faire voir. 

Si, dans la formule (33) de la page i35, on pose 


(7^) 


m= 


i-f-j 


f 


/ i-Hgy/— 1 \ 


on aura 




ds 


21V 




Si Ton substitue main tenant a la variable imaginaire s une autre va 
riable imaginaire t, qui soit li6e k s par I’equation 


( 76 ) 

I Z\J — I 

ou 


( 77 ) 

T — t j 


et aux variables reelles p, r par la suivante 
( 78 ) < = r(cos;j + v/^sin/>). 


r 6tant positif, on trouvera 


( 79 ) 


( 80 ) 


I — rcos/> — y /— 1 rsin;? 
1 + r aosp + \f^ rsin/J 


ar sin/> 


I — r* 


(1 + rcos/>)--H(rsin/))’ (i-Hrcos/>)*4- (rsln/?) 

i di 1 




dt \/- — I 
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Or il resulte evidemment de I’^quation (79) que les diverses valeurs 
de s, dans lesquelles le coefficient de reste positif, correspondent 
aux diverses valeurs de t qui pr^sentent un module /• inf6rieur a 
I’unite. Par cons 4 quenf, on tirera des equations (49) et (74) 



(1) p(7C) 


X (O)^'(-IC 



et la formula (75) pourra etre reduite h 


Si Ton fait dans cette dernifere 
( 83 ) 

2 


on aura 


. (84) = -J 2 = 

2 


i + s* ~ 


cos^ — v/^sin^ 
et Ton conclura de la formule (82) 

(8.) 

puis, en remplacant la function (-(i) par le produit r|’(/), on retrou- 
vera la formule ( 65 ). 

L’equation ( 85 ) peut encore s’ecrire comme il suit 
II esl essenciel d’obsemr que, en dvaluant I’expression 
on devra rdduire b meitid ehaeun dee rtaidue relatifs aua valeure de 
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la variable t qui auront I’unit^ pour module ou pour valeur nume- 
rique. Ajoutons que les formules ( 8 i), (85), ( 86 ) doivent ^re res- 
treintes au cas oil le residu partiel 


( 88 ) 


i 


m. 

m) 




(l— 


v'=I)) 




s’evanouit. Si ce m^me r 6 sidu acquerait une valeur differente de zero, 
alors, en excluant de la somme representee par la notation ( 87 ) le re- 
sidu correspondant a une valeur nulle de t, on obtiendrait, k la place 
des formules ( 81 ), (85), ( 86 ), de nouvelles equations, savoir 


Ml 

(( 0 ) 


III ^(1=1 

(OlM- 


<-> £r(.-)..=..jiM.X.((^))|’ 

(90 f 
0 




|i(W-0-hf(e-/’sn) _ 




Enfin, si la fonction f(«) prend une valeur finie pour t = o, les for- 
mules ( 90 ) et (gx) pourront 6 tre reduites a 

(9«) = [f(o) + 

<, 3 , 


Nous terminerons cet article en montrant quelques applications 
des formules (85) et ( 92 ). 

Faisons d’abord successivement 


(94) 

(95) 


f(f) — f(5-t-f). 






s d^signant une consfante r^elle ou imaginaire, et f(f) une nouvelle 
fonction de t qui conserve une valeur finie pour toutes les valeurs 
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r^elles ou imaginaires de t dont les modules sont inferieurs 'a I’unite. 

Les formules ( 85 ) 61(92) donneront 


( 96 ) / i{s->reP'F'^)dp = 1'Ri{,s), 

*/— 7 C 

( 97 ) / e->‘P^^{{s + eP^-^)dp= , 33 ;- • 

Si Ton fait en particulier f(^) = e*^ on tirera de la formula (97) 


(98) 




1 . 2 . 3 . ../I 


2 ir 


f dp\ 


et, par suite, en supposant Aa? = h. 


( 99 ) 


- ^ (gAeP'^ — 


Si, dans la formule (96), on r^duit la constants s ^ zero, on aura sim- 
plement 

(100) / f(e'^^'^)d^==: 27 T:f(o) 

7 C 

ou, ce qui revient au mfime. 


(lOl) 



f(eP/^)H-f(e-^v'-0 

2 


rf/? = 7 rf(o). 


Concevons maintenaiit que Ton fasse successivement 
(102) = 

(io 5 ) = 

s 

p' 

^ designant toujours une constante reelie ou imaginaire, et la function 
f(t) etant assujettie a la condition que nous avons indiqu6e. On tirera 
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de la formule (92) : 1® en supposant la valeurnumerique ou le module 
de s inferieur a I’unite, 


(io 4 ) 

r lifli^dp=z2i:{{o), 

(100) 

J i — serPy-^ 

•-p — % 


2° En supposant la valeur numerique ou le module de s plus grand 
que I’unite, 


(106) 


(107) 





Si la valeur numerique ou le module de s devenaitegal a I’unite, alors, 
en r^duisant chacune des int4grales prises entre les limites — it, -j--:: 
a sa valeur principale, on tirerait des formules ( 85 ) et (92) 


(108) 


(» 09 ) 








1 — 


dp = Tzf{$), 


Si Ton combine, par voie d’addition et de souslraction, les tormules 
precedentes, on en deduira immediatement, quel que soit Sy les valours 


des integrales 


f 

^ 0 


1 — ^cos/? 
I —as cos/? 






1— — ) i{ePV=l) dp, 

[ — serP^-^J 



ssiap 
25 cos/? -H 


2 \/ — 1 
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et, par suite, en ayant egard a I’equation (loi), les valeurs des inte- 
grales 

t{eP^)-\-i{erP'f^) dp 

, j a I — 'is cosjo •+■ s* 

'*^ f(gPs/-‘) + f(e-p\P*) cosp dp 

'o 


/' 

«/o 

r 

/ 


2 I — 25 COS/? 4- 


sinpdp 

2^117 I — 2SC0S/?+7‘ 


On trouvera de cette manifere : 

I® En supposant la valeur numerique ou Ic module do s inferieur a 
I’unite, 

(„o) ,- f(.>vn)H-f(.-,^) 


dp 


■Sill 

1 — .v» 


(in) 


f 

Jo 2 I~2.VC0S/>-|-S* 

/ f(ePv/-i) + f(e-j»V-t) cos/n/y? _ f e/ \ ft \1 
Jn 2 I— 25 cosy? -h i* 25 Li — 5*^^'*^ 

I Sinprfy? ^ rf^L\ 

Jt, 2\/— I I — 25COSy>H-5S 25^^^'^ 


2 ® En supposant la valeur numerique ou le module de s superieur ^ 
I’unit^, 

<0 


(II2) 


(n3) 


Jo 2 I — 25C0S/I4-5* — I ’ 


[ r^i{eP^-^) + f{erP'F^) 

cosp dp 

TT 


Jo 2 

I — 25 cos/? 4- 5* 

2^ 

_5» — I 

1 r”t{eP^~^)-{{e-PyR) 

sin/?d/? 

TT 

[<0 

\J, 2\/^ 

I — 25C0S/?4-5* ” 

2^ 


3® En supposant la valeur numerique ou le module de s 6gal k 
I unite, et chaque int4grale reduite a sa valeur principale 

(1,4) + dp- ^ r _ A 

Jo 2 I— 25 COS/? + 5* 2(l — 5»)L-^^ * V 



DANS LE CALCCL DES RESIDES. 273 

i + cospdp ff'Vj f(i: 

]Jq 2 I — 2^ COS/? + 5^ 4^1 — L ^ ' V-^/J ^ 

'l r'‘ ,(„.P)-^e-P'Fi) S!££f«2_ 

\Ja av^— I I— ascosp + s* 4^ L \-’/ J 

II cst bon d’observer que, pour tirer les formules (i 12) et (ii 3 ) des 
formules (no) et (iii), il suffitderemplacer^ par -• De plus, si Ton 


pose ^ = ± I dans la seconde des formules (i i 5 ), on trouvera 

IX = 

1 r p i{epf=i)-t{e-pf='^), ^ „ ,, 

f / tangf-^ irf/) = 7r[f(o) — f(— i)] 

I Jt ^ ay/—! 


(u6) 


i— A 'dp = Tc[({i) -fCo)], 

2 V' — I 


Ajoutons que Ton pourrait deduire directement les equations (i 10), 
(in) et suivantes de la formule (86) ou (91) en posant successivement 

/ A' / 

(1-50(1-7) ■ ^±(^-7) 


r(0= y f(0=-^ — ^ — 

(.-5o(i-y 


Si Ton posait, au contraire, 

(,±iy 

f(f) = (f±i) f(0, f(0= T — 

V (‘-*0(1-7) 

n d6signant un nombre entier quelconque, la formule (9O determine- 
rait imm6diatement quatre des six int6grales 


(i' 7 ) 

r - f(^''/^)+f(e-i'>^)^. 

1 cos’*p — — ^ dp, 

Ji * 

(118) 

/'^{{eP'f-^] + i{e-P'l^ cos"/? dp 

2 I — 2 ^C 0 S/?H- 5 *' 

(119) 

r . . f( 5 ^^)+f(e-^'(=^),„ 

/ sin"/? dp, 

J 0 

QEuvres deC,^ 

S-II, t.VI. 


35 
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I — 25 COS/> 4 - 5 *’ 


r . 

I sin“j 


{{eP'F^) — {{e-P'J-^) 




2 \/—J 


I — 25 C 0 S/>-(- 5 * 


savoir, les quatre premieres pour des valours paires du nombre n, et 
les deux premieres avec les deux derniferes pour des valours inipaires 
du meme nombre. 

Si, aprfes avoir remplac6, dans les formules (io4)» (io5), ...,5 par 
on combine ces formules entre elles, de maniere a faire dis- 
paraitre les imaginaires, on en deduira sans peine les valeurs des inte- 
grales 




sin/?-Hs* i-h 2 ^sin/? 


sin/? I -h 2 ^ sin/?4-^' 


’•” f(erV-‘)4-f(e~-P^) 

2 

I J 


( ? 

\X — 25Sl 


sin/> 5* I 4 - 25 sin/> 4- 5* 


-. ) cospdp. 


-f(e-Pv^) / I 

'in \i— 25sin/>4-5* I 


4 - 25 sinjP ■ 4 - 5 ' 


cosp dp, 


et de plusieurs autres. 

On pent determiner imm^diatement, k I’aide des principes que nous 
venons d’ exposer, les valeurs des six integrales definies 

(137) 1 « ^ ^ 

(/ = 
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1 

•^0 ^ 


jf- 


2 y — I 

a\/— I ^ ^ 2 

4. = -= [tIsEiliftMEL) _ r«,)] , 


2 y — I 


] r^ ffe/>^Fr)-f(a-P^FI) 

\ •/o 2^/ — I 


cot/? <^ = 7r 


f(i)^f(-i) 
2 


-f(0)]. 


En eff’et, on deduira les formules (127) des equations (i 1 1), en posant 
^ = o, et la seconde des formules (128) ou (129) des equations (116) 
combin^es entre elles par voie d’addition ou de soustraction. Ajoutons 
que, pour obtenir la premiere des integrales (128) et la premiere des 
integrales (129), il suffira de reduire la conslante# a I’unite dans les 
integrales (laS) et (126). Au reste, on parviendra directement aux 
equations (127), (128) et (129) si, dans la formula (86) ou (91), on 
remplace la fonction (’(;) par Tune des suivantes : 


(i-hj) f(0, 





Les diverses equations que nous venons d’etablir, h. I’aide des for- 
mules ( 85 ) et (92), peuvent se tirer, pour la plupart, du theoreme de 
M. Parseval. Plusieurs de ces equations etaient d6ja connues et s’ac- 
cordent avec celles qui ont et6 donnees par M. Frullani, dans un Me- 
moire public en 1819, par M. Guillaume Libri, dans le tome XXVIII 
des Mdmoires de I’Academie de Turin, enfin par M. Poisson et moi, dans 
le Bulletin de la Socie'td philomathique c/e 1822, et dans le XIX® Cabier du 
Journal de V Acole Poly technique. Si, pour fixer les id^es, on reduit la 
fonction ((t) li Tune des suivantes 


'(^} ‘m- ‘(m 


et, si Ton remplace ; 1° la lettre s par la lettre t; 2® la A'ariable p par 
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2p, oa deduira des formules (io 5 ), (roG), (107), . . . les resultats con- 
tenus dans la page 39 du Memoire sur les integrales definies prises 
entre des limites iniaginaires. 

Lorsque, dans la formule (93), on remplace p par 2p, elle donne 

(,3o) ^ ■«» jj") (( !■(/) )) 1 

(-ela pose, concevons que, f(a 7 ) et F{a:) designant deux fonctions 
reelles et entiferes de la variable as, et a une constante dont la valeur 
num^rique ou le module soil inferieur ^ I’unit^, on substitue a la fonc- 
tion f(t), ou le rapport 


(i3i} 




ou 1 un des produits auxquels on parvient en multipliant co memo 
rapport par Tune des expressions 

(^0' (^')" -m’ -(^)’ '(fj-:). 

^ ‘-i ^ ^ '(^)' 

On tirera suocessivement (lea formules ( 93 ) et (i3o) 


i. Plena.,- j ^ 

IZ . 

f oos^pcosapdp^ JL I l(2l J_ r‘"’ 1'“^-*) 7)11 
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. 1 

r 

|f(o) , 

ai : . 
2C0S — 

|F(o) 


(i-0“f[ 

';( 




0 


])) 


(£36) f 


' r(C0S2/?) 
F(C0S2/?) 


1 c,o%p dp = 


-2jF(o) \^) • ^/YpriA^.iMV) 1 


^ '\!, F(cos 2 p) ajF(o) V^y i)j jj I 


Ki F(cos 2 p) ^ j 


(i39) f 

t/rt 


f(cos2p) „ , sinap , 

=i i -4 cos“-‘p T —~ dp 

F(cos2p) '' sinp ■' 


(n-<)“f[j(i + ))])) 
’“■''•'‘"“"(((‘■-)^[;('-^7)]'l)’ 


r^ f(CQS2p) pdp 
^ ^ Jq F(cos2jy) siii2/? 


( 1 ) («) 

= ^ <s 

-IT) 


H 

ft'l 

|f^ 

' I 

2 

HI 


(((**- 0 F 

}' 


))' 


r i! 

./o i' 


f(C0S2p) I cosp 




('40 


F(C0S2p) p’+(lCOSp)' 


TT ) f(o) I . p"^' 

(0)^(-5t) 




t[i(.+))] 

(0(#lK^i' 


(' 43 ) 



f(cos2/0 p tangp 
F(cos2p) p*H-(lcosp)* 


dp 


— _ E/ilSl — i_-+ 

-Y(o,,(.) 


<I) p(w) 
(0)^{-W) 


('-Of[ 

;k-o: 

■ 1 


mH)m 
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II est essentiel d’observer que les formules (i33), (i34) et ( 139 ) 
peuvent etre etendues li des valeurs positives quelconques dc la con- 
stante a. 

Lorsque, dans les equations prec4dentes, on reduit les fonctions 
f(a7) et F(a?) a Tunit^, on en conclut 


(i43) 


(i44) 


(i45) 


(i46) 

(j47) 

(I48) 

(f49) 

(i5o) 


jf cos“/)cosa/>fi?/) = ^,, 
jf sm‘‘pc,o&a(^-p'^dp=z-^ 


It 

*2 


° 2C0S 

2 
It 

% 

Tt 

f I langp fifjo = o, 

Jq 
n 

J, ^ swp ^ 2“-‘ ((^-l)) “2’ 

Sin2jD 
5 

ri5i^ /** icosp TC r I (•) w , - „r I 1 


(i52) 


/•* />tang/> tt 


/>*+ (ICOS/?)» ^ 2l(2)' 

Si 1 on posait^ dans I’equatioii (i45), tang/) = a?, et si I’ony rompla^ait 
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a par a — i , on retrouverait une formule d’Euler, savoir, I’equa- 
tion (5o) de la page i4o. On doitau meme geom^re la formule (147). 
de laquelle.on d6duit sans peine les equations (i46), (148); et, a 
M. Poisson, les formules (i43), (i5i), (roa). Ajoutons qu’on pent tirer 
la formule (r44) de I’equation (i43), et que I’integrale 

Pdp 
Jo sinap 


a evidemment, comme I’indique la formule (i5o), une valeur infinie. 
Quant k I’equation (i49)> qu’il est facile de verifier directement toutes 
les fois que la constante a se rkduit a un nombre entier, elle ofire cela 
de remarquable, qu’on pent y faire varier arbitrairement la constante 
dont il s’agit, sans que le premier membre change de valeur. 

L’integrale (i4o) est Tune de celles dont j’ai apprise determiner les 
valeurs dans un M^moire approuve par I’lnstitut, sur un rapport de 
M. Legendre, datd du 7 novembre i8i4- Si Ton remplace f(a:) par 
(i — a?®) cette m6me integrale se transformera dans la suivante : 


(i53) 



f(COS2)0) 

F(C0S2/?) 


p sin2j2 dp. 


Les equations (iSa), (t33) et suivantes supposent, comme les for- 
mules (93) et (i3o), que I’expression (i3i) conserve une valeur finie 
pour une valeur nulle de t, ce qui arrivera necessairement si, dans la 
fraction rationnelle 

f(^) 

F(^)’ 

le degre du numerateur est inferieur ou egal au degre du dknomina- 
teur. Si le contraire avail lieu, les integrales comprises dans les Equa- 
tions (i32), (i33)et suivantes pourraient facilement se dEduire, non 
plus de la formule (93), mais de la formule (91). Ainsi, par exemple, 
si Ton prenait 

f(a:)=a?'” et F(.») = i, 
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m etant un nombre entier quelconque, le premier membrc de la for- 
mule (iSa) se reduirait a I’integrale 



et, pour determiner cette integrale, il suflfirait de poser, dans la for- 
mule ( 91 ), 



On trouverait ainsi 


(i54) 



TT p (1-4- 


D’ailleurs, le coefficient de daqs le developpemcnt de 

r m I ^ m{m — i) r 

est evidemment egal a zero, lorsque m designe un nombre impair, 
eta 

/w(m — i).. . 


dans le cas contraire. On aura done, pour des valeurs impaircs do /w, 

r ic 

COS"*j!? dp =2 0 


1 . 2 . 3 ,.. (m — j)m 
(-•?)(—■?) 


et, pour des valeurs paires de m. 


(i56) f CQS”‘pdp = — — i);w ^ 1.3.5. .. (w t — 1 ) 

‘ 2.4.6. ..m ’ 


ce qui est exact. 
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Supposons encore 

f(a!) = I — T(a!) = i. 

L’integrale (i 4 i) deviendra 

J f pcQipdp^ 

0 

et sa valeur, deduite de la formula (91), sera 

r' . j iti'v™ , 

(.0,) 

Concevons maintenant que Ton prenne successivement 


(.58) 

1 ( ) qSI J ^ 

(139) 

* 

f(0= ’ 

QStyP\ j 


s designant une quantite positive, et f(/) une fonction qui conserve une 
valeur finie pour toutes les valeurs reelles ou imaginaires de t dont les 
modules sont renfermes entre les limites o, i. On tirera de la for- 
mule (92) : I® en supposant ^ <‘211, 


(160) 


(161) 



g.v(cos/»-l-i/^sinp) 1 


g-5(sinp— ^^cosp) I 


dp = ^Ko), 


dp = 


27 r 

s\J — I 


f(o); 


2" En supposant s = 2it, 


(i6a) 


(. 63 ) 


L 

C 


ga7c(cos/j-t-^— 1 siii;») I 


dpz=ii{o) -+■ 




“ eP'l^t{eP'f-^) j _ 1 


g-~27C^sinjP— yj-i cos;>) . 

OEuvres de €• — S. II, t. VL 
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3“ En supposant s compris entre les limites ait, 4it, 

7 ^, ['«’) + '(t) '(- t)] • 

En general, si Ton suppose ^ = amt, n etant un nombre entier quel- 
conque, on trouvera 

+f(- +f(- i v"^) +. . ,+if(_^/zn) I 


(166) 


/ 7U 


eP'J-'- f(eP\/-t) 


-c5'> 


( 167 ) 


^»n7c(8inp+.^ «osp) , 

= _L_ i -• • • + ^(0 


: 1,.., .. / ^ X'**/ •-! f 

"^-■1 


Si, aa contaire, on suppose la quantitt . renfermee entre les limites 
amt, 3 (n -j- qjj aura 




dp 


(>68) 


_^e>{oup+,]-i tiap) j 

+ f(<^ vcr) ^ 

+ f(- T '^) H-f(- +. . .+ f(_ is^rr) j 

I J }/^cos/j) J 


I 


0 S 9 ) 


2n 


s\/ZIJ 
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Si, dans I’equation (169), on remplace s par et f(«) par on 
obtiendra la formule 


,.jo) A, 

I = -jL: [f(o) -1- f(i) + f(a) +. . f(rt) -t- f(- 1 ) + f(- a) +. . f(- «)], 

qui sabsiste pour toutes les valours de s renfermees entre les limites 
^ = 1 , s= — - — On aura done, par suite, 

n n -hi r 


| f(— n) 4- f(— /I -+- i) 4-...-+- f(— 1 ) 4 - f(o) 4 - f(i) 4-. ..4- f(n — 1 ) 4- f(rt) 

et Ton en conclura, si la function f(t) est reelle, 

/ f(— n) 4- f(— «4- 0 +• • • + f(— I) + f(o) + f(l) f(« — I) -t- f(«) 

S I ^slnp /qTT \ 2v/— I 

— 2COsf — cos/?jH-e 

Les formules (171) 6t (*72) supposent, Tune et Tautre, la valeiir de s 
comprise entre les deux nombres premier membre de 

chacune d’elles se r6duit a la somme 
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dans le cas particulier ou Ton a 

(174) f(0 = f(-0. 

Si, pour fixer les id6es, on pose, dans la dernifere de ces formules, 

= ou f(0 = e«'*, 

m etant un nombre entier quelconque et a une constante arbitraire, 
on trouvera successivement 


I + 2*“ + 3®® + . . . + n*® 

SIC 


(>75) 


U/ 7 7 

/? * — I . 


^&lnp / 2 'K \ -^slnp 

— 2 C 0 Sf — COS/?j H- e ^ “ 


dp, 


- + e" + e*“ + e** + . . . + e®’® 
2 


(176) 


, .ice-‘‘"'’sin(/>H-5sin2/))-sin('/>+^sin2/,-2£cosj2) 

J'-r \ . ^ 


27 U . / y ^ ji. 

„T“‘“P /27r \ -^^‘slnn 

e‘ — 2C0sl — cosj[> j H- e * ' 

Supposons encore que Ton prenne successivement 

f(0 


(177) 

(178) 


f(0 = 


f(«)^ 


m 




(e*< — e-*/) (e'— e ') 


f(f) designant une fonction qui conserve une valour finie pour toutes 
les valeurs reelles ou imaginaires de t, differentes de zero, et dont les 
modules sontrenferm6s entre les limites o et i. Alors I’^quation (91) 
fournira imm6diatement les valeurs des deux int6grales 

(179) ^ 

«/ 0 2 2 cos ( 2j sin^) 4- e~**“*^ ’ 


(i8o) 


/ 


'”f(eJ’\R)4-f(g-fvPT) 


dj? 


^SQosp — 2 COS (25 sin/?) -f- ' 
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Ces dernieres integrales comprennent, comme cas particuliers, celles 
que M. Poisson a determinees a la page 494 du XIX® Cahier du Journal 
de Vilcole royah Poly technique. 

Nous ne nous etendrons pas davantage sur les applications des for- 
mules (85), (91), (92), etc. Nous en avons ditassez pour faire voir les 
avantages qu’elles pr^sentent dans la determination des integrales de- 
finies. 



SUR Li RESOLUTION 


DE 

QUELQUES Equations indEterminEes 

EN NOMBRES ENTIERS. 


§ I". — Resolution en nombres entiers des dquations homoghnes 
entre deux variables. 

Soil 

une fonction homogene des deux variables x, y. L’equation indeter- 
minee 

(i) F(a5,j) = o 

pourra etre facilement resolue en nombres entiers. En effet, si Ton 
pose y = px, cette equation deviendra 

(a) f{i,p) = o, 

et il ne restera plus qu’a resoudre cette dernifere par rapport k p. Si 
r^quation ( 2 ) a des racines r4elles et rationnelles, et si Ton d^signe 
par 

M 

N 

une quelconque de ces racines reduite k sa plus simple expression, on 
v^rifiera I’^quation (i) en posant 

.r_M 

N 


( 3 ) 
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et, par suite, 

( 4 ) . = y = kS, 

k designant un nombre entier clioisi arbitrairement. 

Exemple. — Supposons que, les quantiles reelles A, B, C ayant pour 
valeurs numeriques des nombres entiers, on propose de resoudre 
^equation indeterminee 

(5) Aa?s + Bjn'-h Cj® = o. 

On en tirera 

(6) - A+B/? + Cj3> = o 

et, par suite, 

, . Y . — B ± \/B’ — 4AC 

Done I’equation (.t) ne pourra etre resolue en nombres entiers que 
dans le cas oil B® — 4 AC sera un carre parfait. 

§ IL — Resolution en nombres entiers de V equation homo gene 
du premier degre d trois variables. 

Soil donn^e a resoudre I’equation indeterminee 

(1) au-^ b9 c\v=o, 

a, h, c designant trois quantiles entiferes, e’est-a-dire trois quantiles 
reelles qui aient pour valeurs numeriques des nombres entiers, et«, 
V, w trois inconnues. Si Ton exclut, comme on pent toujours le faire, 
le cas oil les trois quantiles a, b, c ont un diviseur common, on recon- 
naitra sans peine, non seulementque Ton satisfait k I’equation (i)®“ 
prenant 

/ u z=zbr — cw, 

( 2 ) ] V ■=■ cm— ar, 

{ wzzian — bm, 

m, n, r etant trois quantites entiferes, mais encore que les valeurs 
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precedentes de u, v, w offi’ent toutes les solutions possibles de la ques- 
tion prop 086 e. En effet, designons par U, V, W un quelconque des sys- 
temes de valeurs entieres de u, v, w propres k verifier I’equation (i), 
en sorte qu’on ait 

(3) aU-i-&V + cW = o. 

Soil d’ailleui’s © le plus grand commun diviseur de a et de Z>; 
®, par bypothese, ne pourra diviser c, et, en consequence, W devra 
etre divisible par ©. II en resulte immediatement qu’on pourra trouver 
des quantites entibres M et N qui satisfassent a la formule 

£n — — M = — 

© © © 

ou, ce qui revient au m4me, k la suivante : 

(4) W = aN — 6M. 

De plus, si I’on eiimine W entre les equations (3) et (4), on en con- 
clura 

a(DH-cN) = 6(cM-V) 
ou, ce qui revient au meme, 

<5) |(U + cN) = |(cM-V); 

et, co.mme ^ n’auront pas de facteurs communs, on tirera kvidem- 
mentde I’equation (5) 

cm-v = £r 
V = cM-|r, 

R designant une quantite entikre. Enfin, c et © n’ayant pas de facteurs 

communs, on pourra trouver encore deux quantitks entiferes r et ^ qui 
verifient la formule 

(7) 


U + cN = ^R, 

OU 

(6) U = iR-cN, 


R = CDr — cs. 
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. Cela pose, les equations (6) donneront 

(8) U = 6r-c(N+|5), Y = c(^l + ^s^-ar. 

Or il est clair que les valeurs de U, V, W determinees par les for- 
mulcs (4) et (8) coincideront avec les valeurs de u, v, w que Ton dedui- 
rait des Equations ( 2 ) en posant 

( 9 ) = n = N+^s. 

Done ces equations fournissent toutes les solutions possibles de la for- 
mule (i). 

Si Ton designait par un systeme particulier des valeurs 

de u, V, w propres a verifier I’equation (i), en sorte qu’on eut 

(10) a«o + bvo + c«>o = o, 

on pourrait remplacer I’equation (i) par la suivantc 

(11) — «o) + (»(,) 4-c((t' — M’o) =0, 

etsubstituer en consequence aux premiers membres des formules ( 2 ) 
les trois differences u — u^, p — Vo, (v — Wa- Cela pose, les valeurs 
generates de u, v, w se presen teraient sous la forme 

I M = -I- 6 r — cn, 

p = Pj + cm — ar, 

fp = ppo -H ffrt — bm. 


§ III. — Sur la risohuion en nombres entiers des Equations homogines 

entre trois variables. 

Soit 

F(a?,7,a) 

une fonction homogene des trois variables x, y, s; et supposons que, 
6tant donn6e une solution en nombres entiers de I’^quation ind^ter- 
minee 

(i) F(^,7 ,«)=o, 

ORuvres de C. — S. II, t. VI. 3^ 
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on propose de resoudre gen^ralement la meme equation. Soit 
x = a, j' = If, s = c 

ia solution donnec, en sorte qu’on ait 

(3) F(a,b,c) = Q, 

a, b, c designant trois quantiles entieres. Si Ton satisfait ii l’6qua- 
tion (i) par d’autres quantiles entiferes oc,y, z, on pourra encore en 
trouver Irois u, (>, w qui soient propres a verifier les deux 6qualions 

j aa 4- + c«’ = o, 
i irM-t-j(>4-s(r = o, 

desquelles on tire 

(5) " _ »’ 

cy — bz az—cx ‘bx — a/ ’ 

car il sufiira de prendre pour u, 9, w les trois differences 


cy — bz, az — cx, bx — ay, 

ou, si 1 on veut qu il n existe pas de facteur commun aux trois quan- 
tiles u, 9, 99, les quotients qu’on obtiendra en divisant les memos 
differences par leur plus grand commun diviseur. Si maintenant on 
substitue dans I’equation (i) la valeur de ;; tiree de la aeconde des 
formulas (4), on trouvera 

( 6 ) F(x,y,-.‘^±J^.J==o, 


OU, parce que la function F(aj, y, z) est supposee bomogene, 
^[**'^><^y—(ux-h(>y)] = o. 

De plus, comme on verifie 1 Equation (i) et la seconde des formules (4) 
en prenant a: = a, y= b, z z=zb, on aura encore 

— ( ««-)-(»&)] = o. 

En6n, si Ton pose 


(9) 
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les formules (7) et (8) donneront 


F[«', wp, — (tt + «’/>)] = o, 
F[u’, rt’P, — (m + pP)]=o. 


( 10 ) 

(11) 

On aura, par suite, 

( 12 ) F[(»’, np, — {u + — F[<t', «'P, — (m -t- t>P)] = o. 

Ajoutons que si Ton fait, pour abreger. 




(.3) 


X(iB,J,5) = 


_ d'S{x, y, s) 


dy 

dY{ai,y,s) 




et si Ton d^signe par x le degre de la fonctlon homogene F(a;, j,s), 
on aura, en vertudu theorbme des fonctions homogbnes, 

(1 4 ) s) + 5iF(a;, v, s) = Dla F(ar,/, s) 
el, par suite, 

(1 5 ) a® (a, b,c) + b'S.{a,b,c)-i-c'¥(a,b,c) — o. 

Cela pos6, il est clair qu’on verifiera la premifere des formules ( 4 ), non 
seulement en supposant 

(16) u=.br — en, (>z=icm — ar, w = an — bm, 

mais encore en prenant 

(, 7 ) « = <&(«, 6, c), !^ = Ma,b,c), (v = W{a,b,c), 

et, plus gen^ralement, 

1 u=^ {a, b, c)-hbr — cn, 

(> = X (a, b, c) -h cm — ar, 

vp = W(,a,b,c)-han—bm, 

m, n, r 4 tant des quantiles entiferes quelconques. II ne restera plus qu a 
examiner si Ton pent disposer de to, ra et r de maniere que 1 equa- 
tion (12) fournisse des valeurs rationnelles de p autres qiie p P. 
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Dans tousles cas oil cette condition pourra ctre remplie, la methode 
precedente fournira de nouvelles solutions do rcquation (i). En effet, 
pour chacune des nouvelles valeurs rationnelles do p, on tircra facile- 
ment des equations 


(19) 

(20) 


y — pcc. 


“h v y 




ou, ce qui revientau meme, de la seulc forniulc 


a j _ g 

W> (Vp — u — cp 


des systemes de valeurs entiferes de iv, y, z; ct il cst clair quo chacun 
de ces systemes sera propre ii verifier requatiou (6), ct par consequent 
i’equation (i). 

Nous allons maintenant appliquer la methode qui precede aux equa- 
tions liomogenes du second et du troisieme degr6. 


§ IV. — Sur la resolution en nomhres entiers de V equation hornogine. 
du second degri entre trois vanahles. 

Quoique le problhme qui va faire I’objet do cc paragraphe puisse 
etre ramene a une question connue, savoir, a la resolution en noinbres 
rationnels d’une equation indetermin6e du second degr6 entre deux 
variables, il nous a paru convenable de montrer comment la methode 
ci-dessus expos^e s’applique au probleme dont il s’agit. 

Soit donnSe k r^soudre en nombres entiers I’^quation 

(0 Aic* -i-Bj* 4- Cg* H-D/g -1-Ega; -1- Faj/=:o. 

On aura, dans ce cas, en adbptant les notations du § III, 

( 2 ) F(g7,7, g) = Aa?® By* -+- Cg* -4- D/g -H Ega? 4 - 'Pwy, 

® (^j/r •«) = 2 Aar -t- Eg 4- F7, 

X(ar, 7 , g) = 2B7 4- Fa?-t- Dg, 

’I''(^>/»'S) = 3 Gg - 4 - 1)74- Ear. 



( 3 ) 
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Done les valeurs g6nerales de u, v, vp pourront etre determinees, non 
seulenient par les forinules 

(4) u = br — cn, v = cm — ar, w — an — bm, 
mais encore par les suivantes : 

I M = 2 A« + Ec -{-F6 - 1 - — cn, 

(5) ' e = 2 B 6 + F<h-Dc + — ar, 

' (»> = 2Cc 4- J)& + Ea +• an — bm. 

De plus, r^quation (12) du § III donnera 

(6) (j> — P) [(Bfv® — Dptp + Ct’’) (/>4-P) -l-F(p’ — (Ep +Dk)(v + 2C««’] = o. 

Or. on satisfait a I’equation (6), non seulement en prenant /j = P, 
mais encore en supposant 

_ (Ep 4-Da)<r — FfP®— 2C«p p 

( 7 ) P— Btp* — Dpfp+Cp® 

et cette dernifere valeur de /> est evidemment rationnelle. Done, lorsque 
I’equation (i) admet une solution, elle en admet pour I’ordinaire une 
infinite d’autres. 

Si Ton remet, dans la formule (7), au lieu de P sa valeur -> on 
aura 

a(Ep(»’4-DMPp — F(P® — 2Cap) — d(B(p^ — Pptv 4- Cp*) 

(o) P a(B«’* — Dp(p+ Cp®) ’ 

puis, en ayant egard aux equations 

au H- -H cpp' = o, 

Aa® B -f- Cc* 4- D &c + Eca + = o, 

i —■P" ^>(B«>= — Dp»’ 4 -Cp»)' 

En effet, si Ton 61imine c entre les Equations (9), on aura 

/ (Bw’® — Dpfv4"Cp*)6* — (Eppf’4-Da«' — E^*’* — 2C«p)a6 
• I — a®(A«'®— Eapp4-G«*). 


( 9 ) 

on trouvera 

(10) 
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Or, il suftit evidemment de recourir k la formule (i i) pour deduire la 
formule (ro) do I’equation (8). 

La methode par laquelle nous sommes parvenus a I’equation (lo) 
donnerait 6galement la suivante : 

-s — F«p -4- B w®) 

Or il est clair qu’on verifiera les equations (ro) et ( ta) en posant 

> 

a 

Cm* — E(r«H- Ao'* 

, 

At’* — Fm( ’ + B m* 
c 

Il suit de la formule (ii) que la valeur de x, donnee par la premikro 
des equations (i3), est entiere, du moins quand a et b sont premiers 
entre eux. On doit en dire autant des valours de y et de z. Ajoutons 
que, pour obtenir toutes les solutions possibles de I’equation (i), il 
suffira de recourir aux formulas (lo) et ( 12 ) ou, ce qui revient au 
meme, a la suivante 

(i4) ££ — 

Bw* — l)w-t-Gp* Gm* — Afv* ~ A(’» — Fr«»-)-BM*’ 

et d’y substituer pour «, v, w tous les systemes de valeurs entibres 
que peuvent fournir ou les equations (4) ou les equations (5). A cha- 
cun de ces systemes correspondront des valeurs entibres des trois 
expressions 

— 1)wh-Cp* Cm* — E»-m4- Aw-* A (>* — E Mf> -+- B m* 

UD) - , , , 

et, si 1 on divise ces valeurs entibres par leur plus grand commun divi- 
seur numerique, on parviendra immbdiatement k Tune des solutions 
que comporte le problbme dans le cas oil Ton exige que les inconnues 
y> 3 n’aient pas de facteurs communs. 
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Exemple. — Concevons qu’il s’agisse de resoudre I’equation 

(i6) ii(iz:® + 5*) — xz -hyz) = o; 

on trouvera qu’elle est verifiee par 

x = i, j = 3, -=3; 

et, par suite, les valeurs generales de x,y, s, tirees des formules (la), 
seront 

/ ^ _ ii(r°-nv^) + r4r»' 

1 * 

I l(lP* + U^) + l^iVU 

, 

2 

+ r®) 4- 1 4 Mr 

, 

les quantiles u, v, w etant assujetties a verifier I’^quation 
(l8) M4- 2(> -)-3«’ = 0. 

On aura d’ailleurs, dans le cas present, 

$(a, 6,c)=— 48, X(a, 6,c) = — 12, ¥(a,6,c) = 24. 

On pourra done prendre 

M = — 48, P=— 12, «' = 4-24, 

ou menie, en divisant par — la, 

f< = 4, r = i, w’ = — 2, 

et, plus generalenient, 

I u = 4 + 2 r — 3«, 
zz: I 4- 3 — r, 

Wz=: — 24-W — 2/W, 

m, n, r etant des nombres entiers qiielconques. 

Si Ton suppose en particulier m = .i , ra = i , r = a, on trouvera 



a = 5 


r = 2, 


w = 


3, 
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et les formules (i 4 ) donneront 

a? = 59, y=z82, 5=: 1 53 . 

Or effectivement ces trois valeurs de x, y, s v 6 rifient I’equation (i3). 

II est essentiel d’observer qu’on pourrait rcmplaccr les equa- 
tions ( 19 ) par les formules ( 4 ) qui, dans le cas present, se redui-, 
sent a 

(20) M = 2r— 3/1, (j = 3 /« — /•, w=n — 2//i. 

Si Ton pose, dans ces dernibres, 7» = i,« = — i,ir=i,on rctrouvera 
les valeurs deja obtenues pour u, 9, w, savoir u = 5 , 9 = 3, 99 = — 3 . 
Ajoutons que, pour trouver toutes les solutions possibles de I’^qua- 
tion ( 16 ), il suffira de recourir k la formule 


et d’y substituer pour u, 9, 99 tous les systfemes de valours entifercs que 
peuvent fournir les Equations ( 20 ). 

Si la formule (r) se r4duitk 

(22) Aaj* + B7»-4-Ca*=o, 

les equations (i3) deviendront 

a * 

b ' 

' 

et les formules (5) donneront 



( 24 ) 


u — 2A.cz -+- br — - cfZf 
=286 + cm — ar, 
2Cc H- an — bm. 
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On pent evidemraent remplacer les equations (21) par les suivantes ; 

^ u = ka + br — cn, 

(20) < vz=i'&b+cm — ar, 

1 w = QtC + an — bm. 

Si Ton tire des formules ( 4 ) les valeurs de u, p, w pour les substituer 
dans les equations (aS), on trouvera 

— (A Jw® + B/i* + C/'*)a — am {^kam -1- B i/j -j- Ccr), 
y = (Ani®-i-Bn® + Cr®)6 — an (Aann-B&n + Ccr), 
z = (A»t*4-Bn*-i- C/‘®)c — ar (Aani + B6n4-Ccr). 

Si, au contraire, on substitue les formules (26) aux formules (4), on 
aura 

/ a; = (Am® +Bn* + Cr* — ABC)a — ani(Aflf7n - 1 - B6n + Ccr) -t- 2 BC(cn — i»r), 

( 27 ) I / = (Am® H-Bn® 4- C/'® — ABC)6 — an (Aam -i-B6n 4- Ccr) 4 - aCA(ar — cm), 
( z = (Am® 4 - Bn* 4 - Cr® — ABC)c — ar (Aam4- B6n 4 - Gcr) 4- aAB(6m — nn), 

II est facile de s’assurer que les valeurs de x, y, s, donn^es par les for^ 
mules (26) ou (27), sont exactes; en effet, si Ton substitue ces valeurs 
dans le trin6me qui constitue le premier membre de I’equation (22), 
on trouvera, en partant des formules (26), 

(28) Ax* 4- Bj® 4- C5® = (Aa* 4- B6® 4- Cc®) (Am* 4- Bn® 4- Cr®)®, 
et, en partant des formules (27), 

(29) Aa;®4-B/®4-Cs® = (Aa=4-B6»4-Cc»)(Am*4-Bn®4-Cr*4-ABC)®. 

Done, si a, b, c verifient la formule 

(30) Aa®4-B6»4-Cc* = o, 

x,y ,5 v6rifieront I’^quation (22). 

Si a, b, c, au lieu de verifier I’^quation ( 3 o), 4 taient choisis, de ma- 
nibre que Ton eut 

(31) . Aa*4-B6®4-Cc*=5K, 

QEui>res de C. — S. II, t. VI. 


38 
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SUR LA RfiSOLUTION 


K designant un nombre entier quelconquc, alors les valours do a?, 
y, s, deduites des formules (26), satisferaient a la suivantc 

(32) Aa:*4-Bj'= + C52 = K^S 
la valour do t etant 

(33) f = Am® 4 - -H C/’®. 

Par consequent elles satisferaient a I’equation 

(34) Aa!*4-B7® + C5* = K, 

si I’on clioisissait m, n, rde manifere a verifier la formule 

(33) Am® H- B«® 4 - Cr® = ± I. 

Done, si Ton obtient diverses solutions de Toquation (35), ii chacune 
d’elles correspondra une nouvelle solution de I’equation (34). 

Si Ton veut parvenir a toutes les solutions possibles de I’^qua- 
tion (22), il suftlra de remplaccr les equations (23) par la seule for- 
mule 

'■ ^ •Bw® + Gt>® — C«‘-l-A«P>®~ Ae®4-' iF«®‘ 

Si, dans cette dernifere, on substitue pour «, c, w leurs valours tiroes 
des equations (4), elle deviendra 

X 

( Am® 4- B rt* 4- C r®) a — 2 m ( Aam + B bn 4 - (Jer) 

y 

(Am® 4- Bft®4-Cr*)6 — 2 n{Aam 4 - B 6/i 4 - Gc/‘) 

s 

(Am® 4 - B/i® 4 - Cr®)c — 2 r{Aam 4 - 4 - Got) 

Exemple. — Concevons qu’il s’agisse do rSsoudre i’4quation 

(38) jc®-7* + G5» = o. 

On trouvera qu’elle est verifiee par 

y — i, sz=o. 
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On poiirra done prendre a = h = i, c = o; et, comme on aura d’ail- 
leurs, dans le cas present, A = 1 , B =— i , la formule (37) se trouvera 
r6duite a 

X y s 

Cr® — (/^ — /n)® C/‘^ -r- {n — my 2/*(/i — m) 

Si Ton fait, pour abreger, n--m = s, on aura simplement 


(4o) 


X _ r _ ^ 
Cr2 — 52 — Cr2-h5® ” 2rs^ 


r et s designant deux quantites entieres choisies arbitrairement. La 
formule (4o) comprend toutes les solutions possibles de I’equa- 
tion (38). 

Si Ton suppose en particulier C = 3o, Tequation (38) deviendra 
(4i) 

et la formule (4o) donnera 

X y _ 5 _ ^ 

(4^) 3or2 _ jf2 ~ 3or2-4-.5® 2rs* 


Si, pour fixer les idees, on prend r= i, 5 = i, on trouvera 

29 3i 2 

Si I’on prenait au contraire r= i-, 5 = 10, on Irouverait 

X ^ 

— 70 i3o 20 

ou, ce qui revientau merae, 

X 21 £. 

— 7 i3 2 

Effectivement on satisfait k I’equation (4i) en supposant les inconnues 
X, j", s respectivement proportionnelles, soit aux trois nombres 29, 
3 1 et 2, soit aux trois quantit6s — 7, i3 et 2. 
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SUR LA RESOLUTION 

Revenons mainlenant aux fornaules (r3). Si Ton y substitue a u, v, 
w leurs valeurs tirees des Equations (4), alors, on faisant 

(43) F(/«, n, /■) + C/‘* + 1) nr + E/vm h- Fniw, 

^ t — b, c) + nX{a, b, c)-+-rW{a, b, c) 

(44) j —Cl ^{m, n, /•) 4- b X(»i, n, r) + c W(m, n, r) 

[ = 2 A aw 4- 3 B 4- 2 G or + 1) ( 6/- 4- crt ) E (c/« 4- ar) 4- F {an 4- bm) , 

on trouvera 

(4^ ) x = as — mt, y=. bs — nt, z=: cx rl. 

Si I’on substituait, au contraire, dans les formulcs (i3), les valeurs de 
M, V, w tirees des equations (5), alors, en posant 

(46) S = 4 ABC 4- DEF — AD> — BE* — CF*, 

on aurait 

' a;=a(5 — S)— 

— [(4BC—D*) (6r — on) 4- (DE — 2 CF) (c/n — ar) 4- (FD — 3 BE) (a/i — ftw)], 

I 7=6(5 — S) — nf 

j — [(DE — 2 CF) (6r — c«) 4- (4CA — E*) {cm — ar) 4- (EF — 2 AD) {an — 6to)], 

r z = — S) — 7't 

— [(FD— 2BE)(6r— o/i) 4 -(EF — 2AD)(cto — ar)4-(4AB — F*)(a« — 6w)]. 

II est facile de s’assurcr que les valeurs de x,y, z fournies par les 
equations (4.)) ou (47) sontexactes. En effet, si Ton substitue ces va- 
leurs dans le polynonae qui constitue le premier membre de I’^qua- 
tion (i), on trouvera, en partant des formules (45), 

(48) j -^'®*-'-B7*4-C5*4-D75+E4ra!4-Fa7 

( =(Aa*4-B6»4-Cc*4-D6c4-Eca 4-Fa6)5*, 

et, en partant des formules (47), 

kx' 4- B/* 4- Cs* 4- D/s 4- Esa? 4- Fa?/ 

= (Aa* 4 - B 6* 4 - Co* 4- D 6c 4- Eca 4- Fa6) (5 4- S)*. 


(49) 
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Done, si a, b, c v^rifient I’equation 

(50) Aa* + B6* + Cc® 4-D6c-+-Eca + Fa6 = 0 , 

X, y, z verifieront I’^quation (i). 

Si a, b, c, ail lieu de verifier I’equation (5o), etaient clioisis de ma- 
nifere que Ton eut 

(51) Aa® -+-B6®+ Cc® + D6c-i-Ec£H-Fa6=:K, 

K designant un nombre entier quelconque, alors les valeurs de a?, y, z 
deduites desformules (26) satisferaient a la suivante 

(5a) Aic® + Bj® + Cs* ■+■ D j- + lS,zas + = Ki®, 

la valeur de t etant determinee par I’equation (44)- Par consequent 
elles satisferaient a la formula 

(d 3) Aa?® B^* + Ca® -4- + Ecj? - f- Farj'* “ K, 

si Ton choisissait m, n, r de maniere a verifier I’equation 

( 54 ) Atw* + B n® + Cr® + Dn/' 4- E/vm + Fotw = i. 

Done, si Ton obtient diverses solutions de I’equation (54), a chacune 
d’elles correspondra une nouvelle solution de I’equation (53). 

Si Ton substituait les valeurs do a, v, w, tirees des equations (4), 
dans la formula (i4), alors on trouverait 

W Y ^ 

— sL — 

^ ^ as — m£ bs — nt cs — rt 

Cette dernifere formula, dans laquelle m, n, r designent des quantiles 
entiferes choisies arbitrairement, et s, t deux polyndmes determines 
par les equations (43), (44). comprend toutes les solutions possibles 
de r^quation (i). On ne doit pas meme excepter la solution 

a!-=a, y — h, a — c 

que Ton deduit de la formule (55), en choisissant m, n, rde manifere 
a verifier I’equation « = o ou 

(56) m( 2 Ao + F6-l-Ec) + n(Fa + aB6-l-Dc) + r(Ea4-D6 + 2Cc) = o. 
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SUR LA RISSOLUTION 


§ V. — Sur la resolution en nombres entiers de I’dquation homogdne 
du twisidme degrd entre trois variables. 

Soil donnee a resoudre en nombres entiers Tequation 

( A a?’ H- By* H- Gs* + D y^® -+■ E^a;* 

(r) 

( -i- F aj/® + Gtsy* + H xz^ + lyx^ ■+■ Kxyz = o, 

et supposons encore que Ton connaisso une premifere solution 

(а) x = a, y=b, a = c, 

de laquelle on veut en deduire d’autres. On aura, dans ce cas, en adop- 
tant toujours les notations du § III, 

^3 j j F(^. 7, -) = Aa?* -H Bj» + + l)j-5® + Esx^ 

( + F a?/® -1- Gxsj® 4- H xs* -H I ya;® 4- Kxys, 

I ® (^) y,s) = 3Ax- -4- aEsa? 4- ala;/ 4-F/® 4- ni:*4- K/^, 

(4) j X (a?, /, s) = 3B/® 4- aFa;/ 4- aG/s 4-l)s* 4- la?* 4- Ksa;, 

. V(a?, /, a) =r 3Cs* 4' aD/s 4- aH5a;4- Ea?* H- G/* -I- Ka?/. 

Done, les valeurs gdnerales de u, o, w pourront etre determinees, non 
seulement par les forinules 

(3 ) u=br — cn, c = cm — ar, «< = an— bm, 

mais encore par les suivantes : 

j M =3Afl»4-aEca4-aIa!Z> 4-F*® H-Hc* 4-K&C4- 6/- — cn, 

(б) , V =3B6*4-aFa64-aG6c4-Dc‘4-Io* 4- Kca 4- cm - ar, 

( »- = 3Cc» 4-aD6cH-aHca4-Ea*4-66®-(-Ka64-a/i — bm. 

De plus, si Ton fait, pour abr^iger, 

U =B«>® — Gy(y®H-D»’®fp— C p®, 

V =F»>’ — (G«4-Ep)^^>»4-(Hp^_2DM)pHP— 3Ge<p*, 

^ (Kk - hEp)(p* H- (Da 4- aHp)p«’ — 3C.a*p, 
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I’equation ( 12 ) du § III deviendra 

( 7 ) - P) [U(/’* +/>P + P“) + V(/> + P) + W] = o. 

et, si on la divise par — P, on trouvera 


(8) ^ P _ -V±v/V^-U(4W + aVP-f-3LT^) 

\ J / 2 2 U ’ 

Par consequent, on obtiendrade nouvelles solutions de I’equation (i) 
si I’on peut choisir «, r, pf' de maniere que, I’equation 

(9) au H- bv -^-cw^o 
etant v^rifiee, I’expression 

( 10 ) V* — U(4Wh-2VP4-3UP*) 
devienne un carre parfait. 

II est facile de s’assurer que, si, dans les formules (6); on reduit m, 
re et r k z6ro, u, p, w rempliront les conditions prescrites. C’est, en 
effet, ce qu’on prouvera de la maniere suivante. 

Posons dans I’equation (i) 

(ij) a! = as — tx, y—bs — • :s — cs — ty, 


a, p, y, s, t designantde nouvelles variables. Cette Equation, qui peut 
s’ecrire sous la forme 

(12) F(ir,7,5) = o, 

deviendra 


(i3) 


F(a, 6, c) — s*i[a J, c) 4 - P X(a, 6, c) 4- y W (a, h, c)] 

— F(a, P, y) 4-si*[a ®(a, P, y) + * X(a, p, y) 4- ciF(«, p, y)] = o. 


Done, si Ton prend 

IM = 3Aa® 4- 2 Eca 4- 2 la& 4- F6* 4- He* 4 - K6c (a, b, c), 
p =:3B6*4-2Fa6 4-266 c4-Dc* 4-Ia* +Kca =X(a, 6, c), 
pf/ — 3 Ce* 4“ 2 © be 4“ 2 HeflE 4 " Eae* 4” G^* H” ^ ^ (^, b^ e). 
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SUR LA RESOLUTION 


on aura simplemcnt 

J Z>, c) — + Pr -Hytp) 

i — «»F(«, p, y)4-6X(«, (3,y)-|-c^(«, |3,y)] = o. 

On a d’ailleurs, par hypothese, 

(i6; F(a, 6, c) = o. 

Cela pose, si I’on assujetUt a, p, y a la condition 
(17) f<a + <'(3 + »7 = o, 

il estclair qu’on verifiera la formule (x 5 ) en prenant 

( ^ — «^(«.P>y) + P'X(«,j3,y)+yy(«,p,y) ^ 

( X = a$(«,p,y) + 6X(«,P,y) + c’F(«, (3, y). 

D’autre part, on tirera des formules (9), (ii) ct (ij) 

(19) iia^ + r/ -1- = 0. 

Done, Ics valeurs de «, (v, donnees par les Equations (i4), verifie- 

ront les formules ( 4 ) du § III [x, y, z designant des quantit^s assu- 
jetties, comme a, b, <?, a I’equation (i)]. Done I’^quation (8) admettra 
la racine rationnelle 

^ X as — to.' 

Dans Ic cas particulier oil la formule (i) se reduit k 

(20) Aa;’ + By'»H-C5’ = o, 
on trouve 

(21) u — ika*, (>=3B6*, «>=:3Cc*; 

par suite, I’equation (17) devient 

( 22 ) A a* oc + B 6* j3 Cc*y = o, 
et I’equation (19) se reduit k 

(“3) Aa’ic + B6*/ 4- Cc*a = o. 
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Dans la meme liypotlifese, les equations (i i) et (22), combinees avec la 
Ibrinule 

(24) Aa* + -H.Cc’ = o, 
conduisent a I’equation 

(25) f + Z + 

a b c 

et, en joignant cette derniere a la formule (aS), on en conclut 


‘ a(Bd» — Cc») “ 5 (Cc» — Aa») “ c(Aa» — 86’)' 

En consequence, on peut supposer 

/ a? = a(B 5 * — C c*), 

(27) < j = 5 (Cc‘ — Aa»), 

( 5 =c(Aa> — B 5 »). 


Exemple. — On verifie I’equation 


(28) 


+ 5j* — 4-®* = o 


en prenant 


x = a—i, y—h—i, z-=.c = %. 


Cela pos6, on tirera des formules (27) 
voir 


.z! = iii, y=—5g. 


une nouvelle solution, sa- 

- = 44. 


De cette seconde solution, on en deduirait facilenxent une troisifeme, 
et ainsi de suite. 

Revenons maintenant au cas general, ou les quantit^s entieres D, 
E, F, G, H, I, K, renfernaees dansle premier membre de I’^quation (i), 
conservent des valeurs diflF§rentes de zero. Alors cette equation sera 
verifiee par les valeurs de x,y, s tirees, ou des formules (ii), ou de la 
seule formule * 

X _ y ^ 

(* 9 ) as — tx~ bs — t^~ cs — ty’ 

QEurres de C. — S. II, t. VI. 
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SUR LA RJiSOLUTION 


pourvu que, ies quantites^, t etant determinees par les equations (i8), 
a, p, Y satisfassent a I’equation 


( 17 ) itac + + try — o. 

Or on verifie cettc derniere, on prenant 

(3o) a = o, (3 = t^’, y =: — «>. 

On pourra done supposer 


(3i) 


j .V = F(o, w,-v) = , 

( i = a^(o, (V, — (■') H- £>X(o, (f, — {') + c'F(o, (»', — c); 


et, par suite, la forniule (29) donnera 

X 

«F(o, w, ~(T) 

_ 

6 F(o, w, - (’) — ivia 4>(o, (t-, — p) -hT X('6, w, — pj+ a 'F(o; — T’)] 

cF(o, w, +7[a ®(o,7v, _r) + b X(o, - ,-) -h c 'I'" (o, ‘ 

On verifiera encore I’^quation (17) en prenant 

a = —(?•, |3 = o, y — it, 

on 



(54) « = (., |3=— M, y = o; 

puis, on tirera de la formule (29), dans la premifere hypolhfese, 



DE QUELQUES EQUATIONS INDtTERMIN^ES, ETC. 307 
et, dans la seconde hypothese, 

X 

a F(r, — tt, o ) — r [a (c, — u, o) -i- 6X(c, — o) -i- c ¥(t', - u, o.i] 

J 

6 F(r, — o) 4 - «[«<&((-, —u, o) 4- b X'u-, — u, o) 4- c «,oi] 

cF(r, — w, o) 



J’ajoute que les formules ( 35 ), ( 36 ), et toutes celles que peuvent four- 
nir les divers systfemes des valeurs de a, p, y, propres a verifier 
Tequation (17), coincident avec la formule (Sa) et determinent les 
m^mes systfemes de valeurs de x, j, s, toutes les fois qu’elles ne 
reproduisent pas la solution connue x = a,y=^h, 5 = c. C’est ce que 
Ton demontrera sans peine a I’aide des considerations suivantes. 

Si Ton designe par A le plus grand commun diviseur des trois quan- 
tiles u, V, w, les valeurs generales de a, y, propres a verider I’equa- 
tion (17), ou, ce qui revient au mOme, la formule 


(37) 


U (’ - 

-r«4- -rP 4 - 



O, 


seront (wofrle § II) 


(38) 



y— 


U V 


a" “I"*’ 


m, n, r designant trois nombres entiers quelconques. On aiira, par 
suite, 


(39) 


by — cj3 c« — ay — bet am 4- bn + cr 

u f’ fv ~~ A ’ 


et Ton en conclura 


Ot W 

(4o) p = - fe 4- ^ (am 4- 6/1 4- cr). 



^ (am 4 - 6 / 14 - cr). 
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SUft LA Rj^SOLUTION 

Cela pose, les valeurs de a?, y, z determinees par les formules (r r) de- 
viendront 


t am -f- bn -h cr 
a A ’ 

£ am -f- bn -h cr 

a A * 

Si Ton fait, pour abreger, 

( 42 ) s-t^ = s, 

« a-A <• '* 

on aura simplement 

(43) a^=:aS, j = 6S-(pT, a — cS + t'T. 

On prouverait, de meme, que la formule (29) pent etre rdduite a 

(44) ^ = =21-.- = 

aS bS — wT ~ cS -M'T ‘ 

Or, comme les valeurs de x, y, z tirecs des formules (43) ou (44) 
doiventsatisfaireU’equation (i).ou (12). on aura necessairement 

F(aS, AS — (vT, cSh- pT) = o. 

Dailleurs, si Ton developpe le premier membre de la forimile (45), 
suivantles puissances ascendantes de T, on en conclura 

I S*F(a,6,c) + S*T[(?'X(a!, A,c) — pW(a, A,c)] 

+ ST-[a «(o, w, — o) + b X(o, (V, — p) -I- c ^(o, w, — e)] — T» F(o, — p) ; 
et, puisque, en vertu des 4quations 

F(a, A,c) = o, o = X(a,b,c), w=zW(a,b,c), 

les coefficients de S' et de S>T s’dvanouissent d’enx-mdmes dons l» 
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forniule (46), on en tirera 

(47) T = o, 


ou 

(/8) S _ T 

^ F(o,<t', — t’) <i®(o,w’, — <’) + i»X(o, — r)-i-cW(o, — r) 

L’equation ( 47 ) I’eduit la formule (44) a 



etrqproduit la solution connue x = a, y — b, z = c, avec cellos que 
I’on en tire lorsqu’on fait croitre x, y, z dans le meme rapport. Quant 
a I’equation ( 48 ), elle reduit evidemnaent la formule (44) a I’equa- 
tion (Sa). 

On pourraitdemontrerdirectement la coincidence desformules (Sa), 
(35) et (36). On a, en effet, 

F( — iv, a, «) = F( — mv^ o, ««) =F( — aw, — bw •+- bw, — cw — 
puis, on en conclut, en developpant la function 

F (— aw, — bw -4- bw, — cw — ) 

de la meme manifere qu’on a d^veloppe le premier inembre de la for- 
mule ( 45 ), 

qv i «*F(— o. «) 

I = i»F(o, — (>) — 6*(v[a<&(o, vo, — v) + b lL{o, ii', — (’) + c'F(o, tr, — r)]. 
On etablirait, avec la meme facilite, non seulement I’equation 
(5.) i “•"'(•'.-“.o) 

( = c»F(o, w, — p) + c- (>[o$(o, w, — p) -hbX{o, — p) -t-p W(o, (p, — r)], 

mais encore quatre autres equations de meme espbce, comprises dans 
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la formula 


SUR LA RESOLUTION 


( 52 ) 


I c® F (--• 0 , « ) — F( — u, o ) 

b^ c® u 

— — c®F(o, lit — f’) 

_ 6®F(o, (r, — r) — fl^®F(— r, o, «) 

I ■“ a^b^v 

= ^[a 0(o, «•, — p) + 6 X(o, <r, — (-) + (? iIi‘(o, — «-)] 
' = p [«*(—«'> o> “) + * X (— o, <0 H- c 1F(— (f, 0 , m)] 
= — «.o) -i-6X(r, — ii.o) +cT(r, — t/,o)]. 


Or il resulte evidemment de cette dernifero que les equations (Sa), 
(35), (36) coincident entre elles, et quechacune d’elles peutetre rem- 
placee par la suivante : 

(53) £if_ 

F(o, tv, — (>) F(~fp, 0 , «) F(r, — M, o)’ 

Done, si les quantiles a, b, c verifient I’equation homogfenc et du troi- 
sieme degre 

F{a,b,c)-o, 

alors, en prenant 

(i4) u = iF{a,b,c), (' = X(a,b,c), n’ = W(a,b,c), 

on aura, encore 

(54) i?r i^(o> «*’. -t’) F^»-,o.«) F((>, — «,o)1 

La*’ b» ’ ? J — ®- 

Si Ton supposait D = o, E = o, F = o, G = o, H = o, I = o, e’est. 
a-dire, en d autres termes, si i’6quation proposes eta it 


(55) 


Ao?® + B j® H- Cs® -h Ka^j^z = o, 
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on trouverait 

( 56 ) r = 3 B 65 - 5 -Kcflr, . cr= 3 Cc* -f- Ka 6 , 

I r(o, «•, — (’) — =:a’( 27 ABC-:-K>)(Bi» — Cc3), 

(37) F(— (r,o,«) = G«» — A«'»=6»(27 ABC^-K®)(Cc“ — Aa»), 

( F(c, — «,o)=Ap» — Btt» = c’(27ABC-!-K»){Aar‘>— B//); 

et, par suite, la formule (53) donnerait 

/KQ\ ® y " 

^ ’ a(B 6 > — Cc») i(Cc> — Aa*) — c(Aa»— B 6 “)’ 

comme dans le cas particulier oil Ton supposait K = o. 

Exemple. — On verifie I’equation 

(09) a;* + 2J'* 4- 3 s® = daym- 

en prenant 

j? = fl! = i, y=zb = i, 3 = c = i; 

et, en partant de cette premifere solution, on tire de la formule (58) 

X y s 

— I 2 — I 

On peut done prendre pour seconde solution 

j? = — I, 7 = 2, S=— I. 

On a effectivement 

— 1-1-2. 2® — 3 = 12 = 6.2. 

En partant de la seconde solution, on trouvera 

X y s 

— “4 ~ 17’ 

On pourra done prendre pour troisifeme solution 

ar = — 19, 7 = — 4 , 3=17. 

On a effectivement 

— 19*— 2 . 4 ® + 3 .i 7 * = 7752 = 6 .i 9 . 4 -i 7 - 
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En partant de la troisieme solution, on cn trouvera facilement une 

quatrieme, savoir 

ir = 382473, — 86892, 5 = — 114437, 


et ainsi de suite. 

Euler a remarque que I’equation 

(60) d;’ 4-/* = (a* + 

a laquelle on salisfait en prenant 

no ■= a, y = b, 5 = 1 , 

se trouve egalement verifiecjquand on suppose 

( 61 ) 2&’), y=.— 9.a^), srro’ — b*. 

Pour tirer ces valeurs de x,y, s, de la formule (58), il suffU de reduire 
I’equation (55) a Equation (60), en posant 

A = i, , B = i, C = -(a» + 6«), K = o. 

Alors, en effet, la formule (58) devient 

I ^ no _ y s 

— 6(6® +20*) O® — 6®’ 

et I’on satisfait a cette dernifere pour les valeurs dont il s’agit. 

Lorsque, cn suivant la metliode ci-dessus expos6e, on a deduit d’une 
solution connue de I’equation (i) d’autres solutions differentes de la 
premifere, on peut en d^couvrir de nouvelles, a I’aide des considera- 
tions que nous allons presenter. 

Soient 

x = a, y=b, s = c 

et 

x= a, y=P, sz=y 

deux solutions distinctes de I’equation (i) ou (xa). Pour trouver une 
troisifeme solution, il suffira de fixer les valeurs de a?, y, s par le 
moyen de la formule (29), et d’assujettir les quantites y, « k verifier la 
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formule (i3), que les deux equations 

F(ff, 6, c) = o, F(a, |5, •/) = o 

reduisent simplement a 

(63) st^ I _ 

1 [® |3>7) -T- ^>X(a, y) e *l'(a,p,y)]f j 

Or on satisfait a cette derniere : i“ en prenant 


.« = o ou ^t=o; 


2 ° en supposant 

(64) 


a <!)(«, p,y) + bX{«,p,y) + cW{ac,p,y) 

e ■ 

<x*l>{a, b, c) + j3X(«, b, c) -t-y *F(a, b, c ) " 


Les deux premieres suppositions reproduisent les solutions connues, 

Mais la dernifere fournit des solutions nouvelles comprises dans la for- 
mule 

X ^ 

a[a 4>(«, P,y)-^b X(«, (3,y) + c W (a, |3, y)J — a[a ®(a, b,c) + p X(ff, b, c) -f- y b, c)] 

_ y ^ 

b\n a.»(a, (3, y) -(- & X(a, p, y) H- c "F (a, p, y)] — p[x^{a, b, c) -H j5 X(a, b, c) y Vl\ff, b, t-;] 
c[a 4>(a, p, y) 4- 6 X(a, p, y) 4- c (a, p, y)] — y [a b,c) + ^ X(a, b, c) -j- y if (at, c)] ' 

Dans le cas particulier oil les quantit^s D, E, F, G, H, I s’evanouissent, 
la formule (65) se reduit a 


( 66 ) 


3B6P(flP — «b) -+■ 3Ccy(ay — ac) ■+■ K.(a®Py — a* 6c) 

y 

3Ccy (6y — pc)-H3Aa«(6a — pa)4-K(6“ya — p*ca) 
3Aacx(ca — ya) -i- 3Bdp{c^ — yl^)-h K(c®ap — y-al?) 


Si Ton applique cette derniere a la resolution de Tequation (Sg), en 

OKuvres de C. — S. II, t. VI. 4o 
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partant de deux solutions deja indiquees, savoir 

a:=.a = i, y=.b = i, s=.c = i, 

et 

= a = — 19, j.— P = — 4 , z=zy=zir, 

on trouvera 

X r ^ 

143 n5 71 

Par consequent on resoudra encore I’equation { 5 q) en prciiant 

x — y = ii 3 , 51=71. 

On a effectivement 

143’ + 2. n 3* -1-3. 71’ = 6883734 =: 6.71.1 18.143. 

II importe de remarquer que, si la solution 

x=zac, / = |3, 5 = y 

coincidait avec la premiere de colics que Ton deduit par I’autrc me- 
thode de la solution primitive 

ai=za, y=b, z = c, * 

la formula ( 65 ) reproduirait cette memo solution primitive, et non 
point une solution nouvelle. 

En terminant ce paragrapho, nous ferons observer que, si les quan- 
tit^s a, b, c cessaient de verifier T^quation (iG), alors, en supposant 
toujours les quantites u, e, w determinees par les formules (i4), et les 
quantites a?, 7, z par les formules (xi), (18) et ( 38 ), on trouverait 

(67) F(a7,7,5)=5’F(a,6,c), 
ou, en d’autres termes, 

(68) F(ar, V, z) = F(a, b,c) [F(«, p, y)P, 
et, par consequent, 

(69) F(^cc,y,z)=F{a, 6,c) [F(^:^yg, J. 
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Cela pose, il est clair que, si Ton parvient a decouvrir divers syslemes 
de valeurs de m, n, r propres a verifier I’equation du troisienie degre 

— IT7J wm — ur un — iv»\ 

M^-1— 1— i— ) = ■' 

chacun de ces systemes fournira une solution correspondante a I’equa- 
tion 

( 71 ) F(jr,^)-,;;) = F(a, 

Dans un autre article, nous montrerons le parti qu’on peut tirer des 
formules semblables a la formule (29) pour resoudre en nonibres en- 
tiers des equations homogenes entre plusieurs variables a?, v, s, .... 
quel que soit le nombre de ces memes variables. 



APPLICATION 


DU 

CALCUL DES RESIDES 

A l’intiSgration 

DE QUELOVBS EOUATIONS DIFFllRENTIELLeS LIN^AIRES 
KT A COEFFICIENTS VARIABLES. 


Proposons-uous d’abord d’integrer I’equatlon difFerentielle 

\ Aa. + B ■*" (A;i- -ni? 

( i) < 

g„-1 ^ an 

I {kx + Br-^ dx'^ ~ ' 

dans laquelle A, B, a.^, ..., designent dcs quantiles con- 

stantes; et faisons, pour abreger, 

t.\ ( E(^)=A"/-(/- — n + i) 

( *+■ A /*(7' — — /1-H2) -f”. . A r -+* flfi* 

11 estclair que, pour satisfaire a I’equation (i), il suffira de prendre 

(3^ <> y(0(A3? + B)'- 

^ ^ ((F(/-))) ’ 

9 (r) designant une fonction arbitraire de r qui ne devienne pas infinie 
pour des valeurs de r propres a verilSer la formule 

(4) F(r) = o. 

Effectlvement, si I’on substitue la valeur prec^dente de dans le pre- 
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niier menibre de Tequation (i), ce premier raembre se trouvera ve- 
duit a 

p F(/-) o (/•■!( A 

^ — =”■ 

D’ailleurs, les valeurs de o{r), o'(r), qui correspondent aux diverses 
racines egales on inegales de Tequation ( 4 ), pouvant etre choisies arbi- 
trairenient, il est aise de reconnaitre quo la valeur de y, fournie par 
I’equation (3), renfermera un nombrc « de constantes arbitraires. 
Done, I’equation (3) sera I’integrale generate de I’equation (i i. 
Considerons maintenant Tequation differentielle 


d"j' tZt d"-^}' 

dx" AiT-hB dx‘"' (A^ + Bj^ dx‘~* 

J y_ f/jgS 

(A.» + Br-‘ dx^ 


On posera 
(7) 


_ p (};(/•, j;) (Air -t-B)'' 
((F( 7 -))) 


Pour que les d4riv6es de cette derniere valeur dey, depuis la derivee 
du premier ordre jusqu’a celle de I’ordre n — i, conservent la forme 
qu’elles prendraient si Ton remplagait '^{r,x) par f(r), il suffira d’ad- 
mettre que Ton a, pour toutes les valeurs entibres de m inferieures a 

n — I, 


( 8 ) 


/ (Aa?-)-B) 


d <}'(/•, a:) /-(r — i). ..(/• — wi + i) 


dx 


((F(r))) 


Ajoutons que, si cette condition est remplie, on tirera de I’equa- 
tion ( 6 ), en y substituant la valeur de j donnee par la formule ( 7 ), 


(9) A"->P(Aa: + B )’-»+•* 


/•(/• — i)...(/- — n + 2) _ 


dx 


((F(r))) 


= /(^)- 


Toute la question se reduit done a determiner la fonction de 

manifere qu’elle verifie les equations ( 8 ) et ( 9 ). Or, comme on aura 
generalement [en vertu de la formnle (63) de la page 36], ef en pre- 
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m 

nant /«•</< — i , 
(lo) 

(■I) 


- /•(/•— l)... (/■—/??, -t- 1) 

{(F(/0)) ■ 

A« r _ 

((F(/-))) 


il c'st clair qiie les conditions (8) ct (9) seront reniplics, si I’on sup- 
pose 

H2) (A^!-)- «)'•-»+» = A A^), 

oil, ce qui revient au meme, 

l i3) '\>{r,x)=:A f (As-i-B)»-'->/(4!)^/;-4-<p(/-), 

•ru designant une valeur particulifere de x, ct f(r) une fonction arbi- 
trairc de r. Pav suite, I’equation (7) donnera 

■" ->-*£ ST(7 h) 

Cette dernifere formule est preeisement I’integrale generale de I’equa- 
tion (r). 


Exemple. - Si I’equation (6) se r6duit a 


(10) 

on trouvera 


fl^Y i_ dy , 1 

dx^ X -(-,1 dx (x + 1 )' 


= A^), 


F(/-) = /•(/• _ i) 


fit la formule (i4) donnera 

1 V=:: r ?i£li£±JLl'‘ rX, .( « + 1 ) 

(16) (' *^ (((/•— 1)*))“ (((/- — Ijl)) 

= (^ 4 - I) ) -t- (p(i) 1 4. ,) +jf ' ] J _ 
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Done, en designant par £, s'les constantes arbitraires o[i), z' i ', on 
aura 

(17) .V=(j:- + i)j£'-rSI(.r-M)-^|* 

II est bon d’observer que, pour transformer les equations (i) et (G 
cn equations differentielles lineaires a coefficients constants, il suffit 
d’effectucr un changement de variable independante, et de poser 

(18) Aj? + B = e'. 

Si Ton transforme ainsi I’equation (i 5 ), en prenant 

(19) a; + i = e‘, 
cette equation deviendra 

( 20 ) = 

et son integrate generale, donnee par la formule (i4) de la page 2 j 4. 
sera 

( 91 ) ^ Bt) -h f 0 

Iq designant une valeur particuliere de ^ et ^ une variable auxiliaire* 
Si inaintenant on a egard a la formule (19) et si I’on subsliLiie a la 
variable .y une autre variable z determinee en function de s par Fequa- 
tion 

(23) >s-hi = e-% 

la valeur precedente dc v se reduira evideinment a celle que presente 
la formule ( 17). 



DEMONSTRATION 


DU 

THEORfiME general DE FERMAT 

SOR 

LES NOMBRES POLYGONES. 


Exirait cles Memoires de Vinsliuu ( * ). 


KXPOSITION. 

Le theorfeme dont il s’agit consiste en ce que tout nombre entiei* 
peut 6ti’e forme par I’addition do trois triangulaires, de quatre carres, 
de cinq pentagones, de six hexagones, et ainsi de suite. Les deux pre- 
mieres parties de ce iheoreme, savoir, que tout nombre entier est la 
somme de trois triangulaires et de quatre carres, sont les seules qui 
aientete demontr^es jusqu’a present, ainsi qu’on peut le voir dans la 
Tidork des nombres de M. Legendre, et dans I’Ouvrage de M. Gauss 
({ui a pour titre : Disquisitiones arithmeticm. J’4tablis, dans ce Memoire, 
la demonstration de toutes les autres, et je fais voir, en outre, que la 
decomposition d un nombre entier en cinq pentagones, six hexagones, 
sept heptagones, etc., peut toujours 6tre effectuee de maniere que les 
divers nombres polygenes en question, a Texception de quatre, soient 
egaux a zero ou a I’unite. On peut done 6noncer en g6n6ral le theo- 
rfeme suivant ; 

rout nomhre entier est eged a la somme de quatre 'pentagones, ou a une 
semblable somme augmentee d’ une uniti; a la somme de quatre hexagones, 

(•) Mtfmotre.t de I'JmUui, t. XIV, i™ s^rie (anuses i8i3, i8i4, i8i5), p. 177 et suiv. 
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ou d line semblable somme augmentee d’une ou de deux uniles; d la somme 
de quatre keptagones, ou d une semblable somme augmentee d’une, de 
deltas ou de trois unitds; et ainsi de suite. 

La demonstration de ce theorfeme est fondee sur la solution flu pro- 
bleme suivant : 

Decomposer un nombre entier donni en quatre carres, dont les racmes 
fassent ' une somme donnie. 

Je reduis ce dernier probleme a la decomposition d’un nombre en- 
tier donne en trois carres, en faisant voir que, si un nombre entier est 
decomposable en quatre carr6s dont les racines fassent une somme 
donn6e, le quadruple de ce meme nombre est decomposable en quatre 
carres dont Tun a pour racine la somme dont il s’agit. II est aise d’en 
conclure que le problbme propose ne peut etre r^solu que dans le cas 
oil le carre. de la somme donnee est inferieur au quadruple de rentier 
que I’on considfere, et oil la difference de ces deux nombres est decom- 
posable en trois carr6s; ce qui a lieu exclusivement lorsque cette diffe- 
rence, divisee par la plus haute puissance de 4 s y trouve contenue, 
n’est pas un nombre impair dont la division par 8 donne 7 pour reste. 
Si aux deux conditions precedentes on ajoute celle que le nombre en- 
tier et la somme donnee soient de meme espece, e’est-a-dire, tons deux 
pairs, ou tous deux impairs, on aura trois conditions qui devront etre 
remplies, pour qu’on puisse resoudre le probleme dont il s agit. Mais 
on ne.doit pas en conclure que la solution soit possible toutes les fois 
qu’on pourra satisfaire k ces memes conditions. Pour qu on soit assure 
d’obtenir une solution, il faut, en outre, et il suffit, que la somme 
donnee soit superieure, ou egale, ou inferieure au plus d une unite a 
une certaine limite dont le carre augmente de 2 equivaut au triple du 
nombre donn6. 

En appliquant ces principes aux nombres impairs, ou impairement 
pairs, on reconnait facilement que tout nombre entier impair, ou divi- 
sible une fois seulement par 2, peut etre decompose en quatre carres, 
dont les racines fassent une somme donnee, toutes les fois que cette 

QlSuvres ile C, — S. II, t. VI. ^ 
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somme cst un nombre de merae cspocc, coinpris (mUi’c deux limites 
dontles carves sent respectivemeot le triple ct lo quadruple du uornbre 
donne. 

On demontre avec la nienie bicilite quo tout nombre on tier, quel 
qu’il soil, peut etre (U'coinpose en quatre earres, de manierc ([ue la 
somme des racines soit comprise entre les deux limites qu’on vient 
d’enoncer. On doit seulement excepter, parmi les nombres impairs, les 
suivants 

9> ^^5 

et, parmi les nombres pairs, (ous ceux qui, divisos par unc puissance 
impaire de 2 , donnent pour quotient un des nombres premiers 

I, 3, 7 , II, 17 . 

A I’aide de ces propositions ct de quelques autres semblables, on 
parvient sans peine, non seulement a prouver que tout nombre entier 
est decomposable en cinq pentagones, six liexagoncs, etc.; mais encore 
ii cffectuer cette decomposition, de telle sorte que les nombres compo- 
sants soient tons, h I’exception de quatre, 6 gaux a zero ou k I’unite. 


ANALYSE. 


Si Ton d 6 signe par m et t deux nombres entiers quelconques, le 
terme general des nombres polygenes de I’ordre m -t- 2 sera, comme 
I’onsait, 

(I) + 

Si dans cette formule on fait successivement m = i , m = 2 , m = 3, . . . , 
on obtiendra les termes generaux des nombres triangulaires, carr^s, 
pentagones, hexagones, qui seront respeetivement 


— t', -5 L, — t 

2 2 

De plus, on doit remarquer que les deux plus petites valeurs de la 
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formule (i), eorrespondantes a t = o, « = i, sont, pour toutes les va- 
lours possibles do m, o et i; on sorte quo zero et I’unite font partie de 
chaque suite de nombres polygones. Cela pose, je vais demontrer, rela- 
tivementbces memes nombres, le theoreme general de Fermat. Comme 
la cbose est deja faite pour les nombres triangulaires et les carres, il 
suffira de prouver le theoreme a I’egard des autres nombres polygones. 
On y parvient a I’aide de quelques propositions subsidiaires que je vais 
.commencer par etablir. 

TnEORfeME I. — Soient a un nombre entier quelconque , et 4* la plus 
haute puissance de 4 qui puisse diviser a \ pour que I'on puisse resoudre en 
nombres entiers x, y, s Equation 

(i) a — 

il sera ndcessaire, el il sufjira que- le quotient ^ ne soil pas de la Jorme 
8n -H 7. 

Demonstration. — On sait, en eflet, que I’equation (i) peut etre re- 
solue toutes les fois que a est de Tune des formes .l^n -t- 2, 

8ft + 3 ; et qu’clle ne peutl’^tre lorsque a est de la forme 8ft + 7. De 
plus, si a est divisible par4> x, y, 5 seront n^cessairement pairs; etsi 
Ton fait, en consequence, x = 2x’, y= 2y', z= 2s', I’equation (1 
deviendra 

4 

Si a est divisible deux fois par 4 ; a?'. s', dans Tequation prece- 

dente, seront necessairement pairs; et, par suite, x,y, z seront divi- 
sibles deux fois par 2. En general, si a est divisible par 4 “* a?, y, z 
devront etre divisibles par 2“; et si Ton fait, en consequence, 

a? = 2“d?„ 7 = 2*7^, j = 2“ 


I’equation (i) deviendra 


a 

¥ 


= xj + 



(2) 
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Si done — n’est plus divisible par 4 , on pourra loujours resoudre 
I’equation (a), et, par suite, I’^quation (r), a inoins toutefois que 
^ ne soil de la forme 8 « -f- 7 ; auquel cas les deux equations dont il 
s’agit deviendraient insolubles. 

Corollaire I. — On deduit facilement du tlieoreme preeedent une 
condition a laquelle doivent salisfaire deux nombres donnes k et 
pour que Ton puisse decomposer le premier de ces deux nombres, >{•, 
en quatre carres dont les racines fassent une somme egale a s. En 
elFet, supposons que Ton parvienne a resoudre simultanement en 
nombres entiers les deux equations 

(^ ) ] 

( S zzi t -f- f/ "4“ (’ -f- iT*. 

On aura evidemment 

4A = (i 4- «/ -+-(’ + a-)* -+.(/! + «_(-_ (».)* 

4 - (f — M + (’ — (r)® 4- ( / — M — 4- ir)*; 

et, par suite, 

(4) 4A- — (i-t- u — v— tr)S 4 - (^_ « 4 - (. _ (t>)S 4 . _ u. — (« 4 . ,v)». 

On pourra done alors decomposer [\k— en trois carres, et, en 
consequence, k^k — ne pourra 6 tre de la forme 

4“(8«4-7). 

De plus, les deux nombres A et ^ devant toujours dtre de meme es- 
pece, cest-a-dire tons deux pairs, ou tous deux impairs, si k est un 
nombre pair, l^k — s^ sera divisible par 4 . et I’equation ( 4 ) ne 
pourra subsister , a moins que les trois nombres t u — v — w, 

— t — u — -hw ne soient divisibles par 2 . Dans la 
mdme hypothese, cette equation deviendra 
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et, pai suite, 



etant decomposable en trois carres, ne pourra etee de la forme 

4=‘(8rtH-7). 

En resumant ce qu’on vient de dire, on obtiendra les propositions 
suivantes : 

Si k est un nomht'e entier decomposable en quatre carres dont les ra- 
cines /assent une somme egale a s, l^k pourra itre decompose en quatre 
catres dont Vun soil s^. 

Si k est un nombre pair decomposable en quatre carrds dont les racines 
/assent une somme egale a s, il sera egalement decomposable en quatre 

carres dont Vun soil • 

Hans torn les cos possibles, la valeur de l^k — s^ sera positive et ne 
pourra Ure de la forme 4“( 8/H- 7). 

Ainsi, pour que le nombre k puisse etre decompose en quatre carres 
dont les racines fassent une somme egale a s, il est necessaire que s 
soit un nombre de meme espece que k, inferieur a v^4^> et ne soit pas 
de la forme 

4»(8rt + 7). 

Lorsque s satisfait aux trois conditions precedentes, on ne doit pas 
toujours en conclure que la decomposition soit possible. Elle le sera, 
en effet, si la valeur de s satisfait encore a une quatrieme condition, 
celle de surpasser \]Wk, ou meme \jZk — 2 — 1, comme on le verra ci- 
aprbs (th6oreraes III et IV). 

THfiORt:ME II. — Si les trois nomhres x, y, s salis/ont a Vdquatwn 

(i) = H-7* + s*, 

la somme de ces trois nombres sera necessairement comprise entire les 

limites _ 

/a, y/Sa. 
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Demonstration. — En effct, on a cvidoninient 

( j.- 4- 3)3 = 4- -s® H- 2 xy -t- 2 -h 2.r5 > 4- 4- 5* ~ (7, 

(.r 4-.r 4- s)® < 4- 7 4- -S)® 4- (d:; — j)® 4- (.r — z-Y 4- (.V — s)3=r 3ff ; 

d’ou Ton conclut, en extrayant les racincs cari-ees, 

/-T -4*- "4" ^ > 

X ->ry --hz <,s/'da, 

Comllaire L — II est bon d’observer quo, dans lo thcorcmc prece- 
dent, les signes < et > n’excluent pas regalite. En eflet, ;v 4- j 4- 5 
devient egal a \ja lorsqu’on suppose j” = o, 5 = o; ct a v/’{« lorsque 
.T=y = s. En general, si la sonimc do n carres dillercnts est egalc a a, 
la somnie des racines sera comprise entre \/a et \/nn. Cette dernifere 
somme atteindra la limitc infMeure </a si toutos les racines sont 
nulles, a I’exception d’une seule; et la limite supcricure \/na si toutes 
les racines sont egales entre elles. G’est ce qu’il est lacile de demon- 
trer, soit par la m6thode qu’on vient d’employer, soit par la tbeorie 
des maxima des fonctions de plusieurs variables. 

TiiEORfeME III. — Soient k un nomhre pair pris a volontd, et s an outre 
nombre pair compris entre les Hmiles 




On pourra toujours risoudre simidtanement en nombres entieis les deux 
equations 

( A = 4- M* 4- (’• 4- W’*, 

.( S — I "i- U -4“ V ~|~ U-', 


a moins que 
ne soit de la forme 



4“(8rt4-7). 


Dimonstration. — En effet, si k — i^’®st pas de la forme 

4 “(8n4-7), on pourra toujours (uoir le theorbme I) resoudre on 
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nombres entiers I’equation 

(2) /r— ( 

pourvu que I’on ait ^•> ou s<v^. Si, de plus, ^ est supe- 
rieur a 

^/377m-,, 

on aura reciproquement 

3 /r 2 s -j- 3 . 

D’ailleurs, en vertu du theorenie precedent, on tire de I’equation ( 2 ‘i 

.r -H / -)- 3 < — ^ s^. 

Done a fortiori 

(3) J + 3 < s*-t- 25 + 3 — |sS< + 2. 

De plus, k etant un nombre pair, il suit evidemraent de I’equa- 
tion ( 2 ) que les huit nombres entiers compris dans la formule 

isia-drvi-, 

2 

a raison des doubles signes, sont egalement pairs, ou, ce qui revient au 
ineme, que les huit nombres compris dans la formule 

^5± j; ±_y ± 3 

2 

sont des nombres entiers. Mais, en vertu de la condition (3), le plus 
petit de ces nombres, savoir 

ks — x — y — s 
2 

doit 6tre supdrieur a — i, e’est-a-dire nul ou positif. Les huit uombres 
entiers dont il s’agit seront done tous nuls ou positifs. Cela pos^, il est 
facile de voir qu’on satisfera en meme temps aux deux Equations (i) en 
attribuant h t, u, v, w les yaleurs positives que fournissent Tun et 
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I’autre des deux systemes d’eqllation^ 


_ i*' — X — Y — S _ { X — .r -i- s 
-a ’ a 


2 




+ r-+-' 


, rt:=r. 


Is + .r — • V 




.V — ./* -!- >' 


- 3 W : 


4- .V — .r — 


Oil, ce qui revient au memc, run et Tautro des systemes siiivants : 

- 5 U tzz t y •+• Sf i’ ih: / “4- -1-- 5, (!' rm ^ -4- ^ -}- y^ 


lz=: 




(5) 


t z=z ^ 3 If :=: i‘ 

2 

Corollam L — Lorsque 


“/■ 


(’ r-.; / — .r — v, ^v=z I — X — j/. 




est de la forme 4“(8n + 7 ), I’equalion (a) no pout otre r6solue en 
nombres entiers. Mais alors il devient impossible de resoudre simuUa- 
nement les equations (i), ainsi qu’on I’a prouvo ci-dcssus (th^orbme I, 
corollaire I). 

Gorollaire U. — Lorsque k est un nombrc iinpairement pair, c’est- 
a-dire de la forme 

4« + 2, 

( I ' ® 

-sj est necessaircmcnt de Tune des formes 
4 /i + 1 , 4 « + 2 ; 


savoir, de la forme 4n-t- 1 . si est un nombre impair, et de la forme 

4» + 2 , dans le cas contraire. On peut done toujours alors resoudre 
les Equations (i), pourvu que s soit un nombre pair compris entre les 
limites 

\j%k — 2 — I, \ll\k. 

Ewemple. — Soit ^ = 3o; on trouvera 

^3/i' — 2 T- 1 = y/88 — I <9, \/4A = y/i 2 o > lo; 
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et, par suite, on pourra supposer ^ = lo. Pour determiner les valeurs 
correspondantes de t, u, p, w, j’observe que 

A' — = 3o — 25 = 5 = 2 - -4- 1 - -1- o. 

On aura done, dans le cas present, 

^ = 3, J'=t, Z = 0. 

Cela pose, les quatre premieres equations (5) donneront 
t = i, 11 = 2, r = 3, (V — :4. 

On peut aisement verifier ces valeurs. On trouve, erreffet, 

i--t-2»-t-3s + 4* = 3o, 

I -f- 2 -h 3 -h 4 = 


On doit observer que, dans le cas present, les quatre dernieres equa- 
tions (5) fourniront, pour les variables t, u, v, w, les memes valeurs 
prises dans un ordre inverse, savoir 

^3=4, u = Z^ r = 2 , \v = i. 

Cette circonstance a evidemment lieu toutes les fois que s = o, ainsi 
qu’on peut s’en convaincre par la seule inspection des equations (4). 

Theor^:me IV. — Soient k un nomhre impair pris a volonte^ et s un autre 
nombre impair compris entre les limites 

y/s/f — 2 — I, \/4a'- 

On pourra toujours resoudre simultanement en nombres entiers les ' deux 
equations 

X: = -h -H + iT’®, 

(0 

5 = ^ -H « 4- 4- 


Demonstration, — En effet, kk — s^ etant, dans la supposition qu’on- 
vient de faire, de la forme 


OEuvres de C. — S. U, t. VI. 


8 71 4" 3, 


42 
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on pourra toujours resouflre, on norabres entiers iinpaii's x, y, s, 
I’equation 

(3) 4A- +7’- + -% 

pourvu quo I’on ait s<ls]kk. Si, tie plus, s cst siipcrieui' a 

V/3/i — 3 — I, 

on aura reciproquement 

S/c <.v^ 4- 2.V-1- 3; 

et Ton conclura du second theoreme applique h I’^quation (2) 

,r -ny + -5 < \/i2 A' — 3,v* < y/.v^ -t- 8,s* + la < .v 4, 
ou, ce qui revient au meme. 


( 3 ) 



> — I. 


Done, a fortiori, chaeun des huit npmbres compris dans la formule 

.y ± a? ± V ±: 5 


sera superieur a — i; et, par consequent, nul ou positifs’il est entier. 

Cela pose, si s — a; — j' — s est divisible par 4, on satisfera 4galeracnt 
aux deux equations (t), en supposant 

s — X — r — 5 s-x + y-^z .v-ha? — v-hz s + x-\-y — z 

7 , U = , (’ = , IJ- = jr^ 5 

444 4 

ou, ce qui revient au mfime. 


( 4 ) 



U=: t 




«’= t 


x-^y 

3 


De meme, si ^ -h a? -yy 4 - s est divisible par 4t on satisfera aux Equa- 
tions (i) en supposant 

n -i- X -h y -y z .. — y — 5 .9 — x-yy — z s — x — r-HJ 

-—4 — ’ “= — 4 — ’ — r — ’ *’'= — r — 
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ou, ce qui revient au meme, 


(5) t — 




■ I — 


D’ailleurs, s, x, y, z etant quatre nonibres impairs. 


•S‘ — *2? — )' — S -f- JC “4“ }' -T“ 

sont deux nombres pairs ; et, comme leur soninie as est impaireuient 
paire, il est necessaire que I’un de ces deux nombres soil divisible 
par 4» et I’autre seulement par a. On pourra done toujours satisfaire 
aux equations (i), en attribuant aux variables t, u, v, w un des sys- 
tfemes de valeurs (4) ou (5). Mais on voit que ces deux systemes s'ex- 
cluent reciproquement. 

Exemple. — Si Ton suppose ^ = 3i, on trouvera 

y' 3 k — a — I = v/91 — I < 9, >11. 

On pourra done faire s = 9 ou s = 1 1 . 

Si Ton suppose d’abord s = 9 , on trouvera 

4 A' — s* = 43 = 5* -H 3‘ + 3*. 
x=:5, /=3, 3 = 3; 

et, par suite, les equations (5) donneront 

« = 5, w = a, «• = !, (r = i. 

On a, en effet, 

5!+2*4.iS + ,s=3i, 

3 + 2 -h I + 1 = 9. 

Si Ton suppose en second lieu s = 1 1 , on trouvera 

4-A — s* = 3 = 1* -+-1*4-1% 
a; = i, 7 = 1, 3 = 1; 

et, par suite, les Equations (4) donneront 

« = 2, m = 3, (’ = 3, tr = 3. 
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On a, en effet, 

aS-|-324-3= + 3s=3i, 
a 3 3 H— 3 tzn IT, 

TrifiORftME Y. — & ilant un noml>re entier qiielconqm, il existe toujours, 
entre ks limites 

sj'ik — a — I, \/4/>', 

au moins un nomhre entier de Trdme espdce que k, c ’est-a-dire pair, si k esl 
un nomhre pair, et impair si k est un nomhre impair. 

Ddmonstration. — En efTet, la difference entre Ics limites 

\/3/i- — a — I, 

savoir 

I + — y/3 A' — a , 

qui est egale a 2 : i° lorsqu’on fait ^ = i ; 2° lorsqu’on fait k — 9, n’a 
qu’un seal minimum, H- y/|» correspondant ti Cette diffe- 

rence est done superieurc k 2 lorsqu’on suppose 

4 >9, 

etcroit meme alors ind^finiment avec la quantity k. Par suite, toutes 
les fois que k surpasse 9, il doity avoir au moins deux nombres entiers 
compris entre les limites 

— 2 — I, v/4A; 

et I un de ces deux nombres entiers est necessairement de m^me espece 
que le nombre k. 

D ailleurs, si 1 on donne successivement k k toutes les valeurs en- 
tikres possibles depuis i jusqu’k 9, on trouvera toujours des nombres 
entiers de m6me espkee que k compris entre les limites 


3 — 1 , 
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Ces nombres entiers seront respectiTement 

Impair. Pair. 

Pour = i I 

3 3 

3 3 

4 4 

5 3 

6 4 

7 

8 4 

9 > 

II est done prouve qu’a une valeur quelconque de k correspondra 
toujours un nombre entiei* de meme espece compris entre les liniites 

v/3A- — 3 — I, * 

Corolkdre 1. — Si I'on suppose X- = 121, on aura 

^/3 /i — 3 — 1 = 18 , y‘^ = 32 = lS-+- 4- 

Par suite, si Ton fait lai, la difference entre les limites 

v/ 3 A- — 3 — 1, v^’ 

surpassera 4. II existera done alors au moins quatre nombres entiers 
consecutifs, compris entre les limites dont il sagit; et, parmi ces 
quatre nombres, il y en aura necessairement deux de meme espece 
que le nombre k. 

Th^or£ime VI. — k dtcint un noTnbre enlisr (jueUiomjuB, il exisle toujours 

entre les limites 

\ fu , s/4X- 

au moins un nombre entierde mime espice que k, a moms toutefois que k 
ne soil un des nombres impairs 

I, 5, 9, II, 17. 29» 4i, 

ou bien un des nombres pairs 

2, 6, 8, i4, 22, 2li, 34. 
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Demonstration. — En effet, si Ton suppose k > 5G, on aura 

\f[\k — sji k > a; 

et, par suite, il y aura toujours, entre Ics limitcs •^'6k, sjl^k, deux 
nombres entiers, dontl’un sera de meme cspcce que k. De plus, si I’on 
donne suecessivement a k toutcs les valeurs entibrcs possibles depuis 
I jusqu’a 56, on ne trouvera d’exception au theoreme que pour les 
nombres ci-dessus enonces. 

Gorollaire I. — On peut remarquer que, parmi les nombres pairs qui 
font exception k larbgle generale, les seuls qui ne soient pas divisiblcs 
par 4 sont les suivants : 

3, 6, l/J, 33, 

«» 

Les deux autres, savoir, 8 ct 2 / 1 , etant divises n>ar 4. donnent pour quo- 
tient 

a ot 0. 

ProbljSme I. — Determiner ks valeurs de k pour lesqueUes il est impos- 
sible de risoudre sirmUtandment en nombres entiers les deux dquations 

( «*+ (>’-4- «>*, 

( ,y = ^ H- H- (» 

* 

de maniere que la valeur de s soit comprise entre les limites \fik, \[^k. 

Solution. — Supposons d’abord que k soit un nombre impair, ou 
irapairement pair. Alors, en vertu des theorbmes III, IV et VI, on 
pourra toujours resoudre les Equations (i) de manibre que s satisfasse 
a la condition exigbe, a moins que k ne soit un des nombres impairs 

'» 5, 9, II, 17, 19, 29, 4>, 

ou bien un des nombres pairs 

( 3 ) 2, 6 , i 4 , 22, 34. 

Supposons, en second lieu, que^ soit divisible par 4> ot faisons 

(4) A- = 4“ it', 
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a etant egal ou inferieur a I’exposant de la plus haute puissance de 4 
qui puisse diviser A; on pourra evidemment resoudre les equations (i), 
avec la condition exigee, si Ton parvient a resoudre en nombres entiers 
les suivantes 

(а) 

I s ' — t ' H - u ' + v ' (T’', 

de maniere que s' soit compris entre les li mites car il sui- 

fira dans ce cas de faire 

i = H = r = 2“c', (T' = 2=‘»'', 

.S = 2“S'. 

De plus, si Ton prend 4°^ egal k la plus haute puissance de 4 qui puisse 
diviser k, k' sera necessairement un nombre impair ou impairement 
pair; et, par suite, les equations (5) seront resolubles avec la condition 
exigee, k moins que k' ne soit un des nombres compris dans les 
series ( 2 ) et (3). Enfin, si k' est un des nombres 

Ji 3, 9> *7* 29> 4i, 

il suffira de diminuer, dans I’equatiou (4), « d’une unite, pour que k' 
acquiere une des valeurs suivantes 

(б) 4, 20, 36, 44, 68, 76, 1 16, i64; 

et coinme, pour ces diverses valeurs de on pent resoudre les equa- 
tions (5) avec la condition exigee (woirci-apres, scholie I), il en resulte 
que, parmi les valeurs de k divisibles par 4» les seules qui fassent ex- 
ception k la rkgle gen^rale sont celles qui sont de la forme 4“^% 
etant un des nombres 

2, 6, i4, 22, 34. 

En resumant ce qui pr4ckde, on voit qu’on pourra toujours resoudre 
les equations (i), de manifere que s soit compris entre ^'5k et v'4^; b 
moins que k ne soit un des nombres impairs compris dans la serie ( 2)00 
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bien un nombre pair de I’une des formes siiivanlcs : 


(7) 


3=“+' 3, 3**+' 7, 3*«+-‘ll, 


32“+' I 7. 


Scholie L — Nous avons dit ci-dcssus que, on prenant pour k un des 
n ombres 

4, 20, 36, 44. 68, 76, n6, 164, 
on pouvait toujours resoudre siniultanement Ics deux equations 


( 8 ) 


I 4' = + tt'®, 

I A* t H“ u "f" r -f- (?', 


de maniere que s fut compris entre les limites ^k, \Jl[k. C’est ce qu’on 
peut aisement verifier de la manibre suivantc. 

Si Ton cherche successivement, pour chacune des valours de k dont 
il est ici question, les norabres pairs compris entre les limites 
V4^% on trouvera 

Noiul)i'<i. 


Pour /c= 4 4 

20 8 

36 12 

44 12 

68 j6 

76 16 

”6 20 

i64 24 


Cela pose, il est facile de voir que, si Ton prend pour # le nombre situe 
dans la Table preebdente vis-b-vis de chaque valeur de k, la quantite 



ne sera jamais de la forme 

4“(8«-h7). 


Par suite (»oirle thboreme III), en adoptant cette valeur de s, qui rem- 
plit la condition exigee, on pourra resoudre simultanbment les 4qua- 
tions (8). 

Scholie 11 . Si Ton prend pour k un quelconque des nombres com- 
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pris dans la serie (7), la valeur de s ne pourra jamais elre renfermee 
entre les limites v'3X', Mais il sera facile de determiner dans ceftc 
hypothese les diverses valeurs que s pent obtenir. En effet, si la valour 
de A est donn6e par I’equation 

(9) 

celle de s sera necessairement de la forme 

(10) « = a“s,, 

s etant un nombre tel qu’on puisse resoudre simultanement les deux 
equations 

( + + + 

(”) 

( S, = + III ('1 + 

Pour le prouver, observons qu’on ne peut resoudre en nombres entiers 
I’equation 

(12) a®*'*'* k, = -+• «* 4- »’* 4- (p* 

dans le cas oil a surpasse zero, a moins de supposer que t, u, v, w sent 
des nombres pairs; d’ou il est aise de conelure que, si Ton fait succes- 
sivement a = i, a= 2, a = 3, .... on ne pourra resoudre la meme 
equation en nombres entiers, a moins de supposer que chacun des 
nombres t, u, v, w est divisible une fois, deux fois, trois fois, etc. 
par 2. Ainsi, a ayant une valeur determinee superieure a I’unit^, il 
faudra, pour resoudre I’equation (12) en nombres entiers, supposer 

d’ou Ton conclura 

s = f 4- M 4- r 4- tv = 2“( 4- H, 4- v, 4- tv,) = 2“s„ 

les quantites k^, s,, «„ w, etant respectivement assujetties aux 

equations (ii). 

Si Ton prend successivement pour 2^, les nombres pairs 

2, 6, 1 4, 34, 


GEuvres de C, — S. II, t, VL 


43 



338 THfiORfiME Gl^NliRAL 1)E FERM\T 

les valeurs correspondantes do s, seront respectivcnient 
Pour aA-, = 2 = i + i -i, ~ 

6 = 4 -H I + 1 'l . 

i4 = 9 ■*“ 4 + • 

22 = 9 “f" 9 4 “ ”4“ 4 *1“ ^ 

34 = 25 -I- 9 = 16 + 9 + 9 8 on lo. 

Ainsi les seules valeurs de s qui puisscnt correspondro aux valours do 
Uprises dans la serie 

asa-i-i j ^ gsa+i 3^ asa+i 1 1 , 2*“+' J 7 

seront respectivement 

a*'*'*!, a*"''* 2, 2“+'‘4» 2“+' 4 on 2“^'‘ 5. 

ProblSme II. — Ddtermimr ks valeurs de k pour lesquelles il est impos- 
sible de rdsoudre simullandment en nomhres eniiers les deux equations 

( /.• = 4. _l_ ,)S 4. 

(0 

( ,y i •+• u *4" -4“ (f, 

de maniire que la valeur de s soil comprise entre les limites 

y/SA — 2 — I, 

Solution. — II suit immediatement des lh6oremos IV et V qu’on pout 
r6soudre simultan^ment les equations (i), de manifere a remplir la con- 
dition exig4e, toutes les fois que k est un nombre impair. Nous avons 
fait voir, en outre (problfeme precedent), qu’en prenant pour k un 
nombre pair, on peut toujours resoudre les equations (1), de manibre 
que s etant inf§rieur a ^i\k soit sup^rieur b \IWk , et a plus forte raison 
a \/Zk— 2 — I, k moins que la valeur de k ne se trouve comprise dans 
une des series 

i 8, 24, 96, 384, 

(2) < i4, 56, 224, 896, ..., 

I 22, 88, 352 , i 4 t) 8 , . . . , 

[34, i36, 544. 2176, 
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dont les temes generaux sont respectivement 

gsa-i-lj^ 2S=‘+'3, 2=*-* 7, 2-=“-‘lI, 2“-‘l7. 

Enfin, d’apres ce qu’on a dit plus haul (scholie 11), les plus grandes 
valeurs de s qui puissent correspondre a ces diverses valeurs de k sont 
respectivement 

j gOt-T”! 2 Oj 


d’oii il est aise de conclure que, dans les series que Ton considere, les 
seuls termes pour lesquels la valeur de s restc comprise entre les 






Xombres. 


Pour la 

jro 

serie 


8. 



)) 


)) 

6, 

24 , 

96 . 


» 


)) 


56 , 



)) 


» 

22, 

00 

352 , 

0 

00 

» 

5 ° 

» 

34, 

i 36 , 

0i|4, 

2176. 


Si Ton retranche ces memes termes des series les termes restants 
seront les seules valeurs de k pour lesquelles on ne puisse resoudre les 
equations (t) avec la condition exigee. Parmi les valeurs donl il s’agit, 
les plus petites seront 

32, 123,* 224, 384 , 3i2, 896, 1024, — 


Corollaire I. — Si I’on donne successivement a k toutes les valeurs 
entieres possibles depuis A=i, jusqu’a k—iii inclusivement, on 
n’en trouvera qu’une seule pour laquelle il soit impossible de resoudre 
les Equations (i) avec la condition exig6e. Cette valeur unique est 

A = 32 = 2*>«+‘. 

La seule valeur que s puisse recevoir dans cette liypothbse est, d apres 
ce qu’on a dit plus haut, la suivante 

2*-^‘ = 8, 


qui est elFectivement situee hors des limites 

y/p = v/l^. 


v/3/- — 2 — I = v/^ — I, 
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CoroUcurelL - Si I’on donne a k uiio valour impaire, telle qu’un 
seul nombre impairs so trouve compris entre les liinites 

V''3 (/l + i) — 3 _ v'^.T(T+7), 

on aura necessairement (theoreme V, corollaire I) 

I k -<121. 

Dans la memo hypothese, les seuls nombrcs pairs qui puisscnt etre 
compris entre les limites 


\/3(/1--hi)_3_i^ v/TTF+Hiy 


sent les suivants : 


S~l, J-t-i. 


D’ailleurs, 1 etani un nombre pair inftricup k i ai . il suit ilu co- 
rollame I que^^s do a upposer k + , = 3a, on trouvera entre les 
Urnttes v3(^+,)-a - r. ,/4{d^.) „„ nombre pair, •pour lenuei on 

pourraresoudresimultandment les deux kqualions 

A- -f- 1 = 4- jy2 

s'zzz t' -f- 4- (l' ^ 

,■ aura done nkoessairement une des deux valeurs 
savo°r ret°" ‘ = »" 'leux nombres impairs, 

Mvo.r 9 etM, compris entre les limites ^ on 

pourra done enouror sans restriction le thkorbrne suiyant : ^ 

deux limites 

on pemra teujoum rieoudre en nombree entiem, on &. deux i^ione 


(■) 




■+■ r® 4- «<* 
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ou bien les deux suivantes, : 

( + I = 4- -i- «■*, 

( 2 ) ) 

* s — I — t H— tc -f- r “H (v, 

TheorMe VIII. — Soient k et s deux nombres impairs dont le second 
soil compris entre les limites 

3 — I, 

Soient, de plus, m un nombre entier quelconque superieur d 2., r un 
autre nombre entier egal ou inferieur dm — 2', et faisons 

(i) 

Si, en laissant k et m constants, on donne successivement d s et d r 
toules les vateurs possibles, et que Von ddsigne par B* et C* la plus petite 
et la plus grande des vahurs de Ah ainsi obtenues, tout nombre entier com- 
pris entre les limites Bjj, C*5era dicomposable enm-\-2 nombres polygones 
de Vordre m -f- 2. 

Demonstration. — Pour etabiir cetle proposition, il suffit de faire 
voir : i° que tout nombre entier compris entre les limites 

B*> C* 

est une des valeurs de la formule (r); 2° que tout nombre compris 
dans cette formule peut 6tre considere comrae form6 par I’addition de 
m + 2 nombres polygones de I’ordre to -f- 2. 

Pour demontrer la premiere partie de cette proposition, j’observc 
que, si Ton designs par s^ la plus petite, et par la plus grande des 
valeurs de ^ qui correspondent a la valeur donn6e de k, les diverses va- 
leurs de s, respeetivement 4gales aux divers nombres impairs compris 

entre les limites 

v/4(A: — — I, s/4*> 

formeront la progression arithmetique 

4 “ 2 > 4 * 4 , •••» ** 4 » 2 , 5 *; 
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et corame on pent fairo successivement 

/’ = o, /• z= I , /• = 3, . . . , /• = /;/ — li, m — 3 , 


les diverses valeurs de A*, cn commcncant par la plus petite et finis- 
sant par la plus grande, seront respectivement 





Ba + 2, 

•) B^-h ;w— 2, 

1 

+ 

1 *+-,92 — — 2 , 

Bjt-Hl-hW — 2, 

B/r -4- li -f- til — 2, 

•j BA-4-2(/72-a}, 

+ 

« c\ 

1 

1 ■+-.VI— 4 = Ba-+-2(w— 2 ), 

Bi.-M-H2(/W— 2 ), 

BA.-haH~2(w/ — 2 ), .. 

• 1 B/r -1-3 (/w — a), 

(k — — 3 

) -i-.yi + 2 = GA- — — 2 ), 

Ca-I-I— 2(W — 2 ), 

Ca.-|-2 — 2(W. — 2), .. 

' 5 J 

Ca— («— 2 ), 

\ ‘-i / 


I 

1 

0 

II 

+ 

Ca-hi— (/«— 2 ), 

Ca.-H2— (w? — 2 ), .. 

Ca. 


Ces diverses valeurs fourniront done lous les termes de la progres- 
sion arithmetique 

B*, B* 4- J, B* 4 - 2 , . . . , C* — I , C* ; 

e’est-a-dire tous les nombres entiers eompris entre B* et Q.. On peut 
meme observer que quelques-uns de ees nombres correspondront a la 
fois a deux valeurs dilFerentcs de la quantite s. 

II reste maintenant a faire voir que tout nombre entier eompris dans 
la formule 

peut Mre considere comme forme par I’addition de m-i-a nombres 
polygones de I’ordre w -+- 2. Or, eomme zero et I’unit^ font partie de la 
suite des nombres polygones d’un ordre quelconque, et que Ton sup- 
pose 

r<.m — 2 , 

le nombre r peut toujours etre considere comme repr^sentant la somme 
de TO — 2 polygones de I’ordre to -1- 2. II sufQra done de prouver que 
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tout nombre entiei* compris dans la formule 



est la somme de quatre nombres polygenes du meme ordre; et, en 
effet, s etant par hypothese impair, ainsi que k, et compris entre les 

limites 

v/3^ — 2 — I, v'4/‘, 

on pourra, d’apres le theoreme IV, resoudre simultanement en nombres 
entinrs les deux equations 

( A- = -+- «* -h c’- w’®, 

( 5 = i -h + 1’ H- 


d’ou Ton conclura 

I — 

1 



La formule (3) est done la somme de quatre nombres polygones dc 
I’ordre mn- 2 ; ce qui complete la demonstration du theoreme YIII. 

CoroUairel. — A et w etant supposes constants, la plus petite et la 
plus grande des valeurs que A* puisse recevoir sont, conformement au 
Tableau n° 2, 

/A-9\’ 

Dans ces formules^, et^^ designent respectivement le plus petit et le 
plus grand des nombres impairs compris entre les limites 

y/ 3 A — 2 — 1, v^- 


(7) 
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Si maintenant on change ^ en et que Ton dosigne par s'.^ le 
plus petit et le plus grand des noinbres impairs compris eiure les 
limitcs 

( 8 ) — 3 — t, \//i,(/: + 2 ), 

les formules ( 6 ) deviendrontrespectivement 

Bam-s = + •'•'a , 

— /A* -+- 14 — \ f 

Ca -+2 — ^ ) “+■ " 4 - — 14 . 

D’ailleurs il est facile de s’assurer que la diflercncc des deux limites 
\/3(A'-|-2) — 2 — 1, v/37i — a — I 

est toujours inferieure a deux unites. II n’y aura done pas de nombre 
impair compris entre ces deux limites, ou bien il n’y en aura qu’un; et, 
par suite, on aura toujours 

(10) . s', =s, ou bien s', = s, + a. 

De meme, la difference des deux limites 

V^4(A-(-2), 

etant toujours inferieure a deux unites, on aura necessairement 

(11) OU s', =Sj-i-2. 

Cela pose, la premifere des equations ( 9 ) se reduira evidemment a I’une 
des deux suivantes 

(**) = + =:B* + 2 ; 

et la seconde des equations ( 9 ) k Tune de celles qui suivent 
C*+j = CA-hm, C*+, = C*-|-a. 

£)n aura done, dans tons les cas possibles (m 6 tant > 2 ), 
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et, par suite, 

On trouverait de meme 


Ci+j > C*. 
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Q-+4 > Ck+ii Cam- 6 ^ Cjt-f.4, .... 

Si done on met successivement a la place de k les differents termes de 
la progression arithmetique 

k, k-h 2 , A" 4> A' -i- 6, — , 

les valeurs correspondantes de G*, que nous representerons par 

G*, Ci-+.4, , 

seront toujours croissantes ; et, comme ces memes valeurs sont entiferes, 
elles finiront par devenir plus grandes que toute quantile donn^e. 

Corollaire JI. — Chacun des nombres C*, Ci+2« 0 *^. 4 , ... est decompo- 
sable en m 4- 2 nombres polygones de I’ordre tw -i- 2. 

THfeORfeME IX. — Soient k un nombre impair quekonque, le plus petit 
des nombres impairs supdrieurs d la Urrdte sJZk — 2 — i ; et faisons 

(i) Ca- = 7« ~ 4 - — 2 , 

m etant entier et 2. Soil, de plus, C*4.j ce que devient C* lorsqiion rem- 
place k park 4- 2. Chacun des nombres entiers compris entre les limites 

C*, 

sera toujours ddcomposable en /« -h 2 nombres polygones de I’ordiv 
m 4- 2. 

Demonstration. — On doit distinguer deux cas differents, suivant que 
le nombre des entiers impairs compris entre les limites 

JZk — 2 — I, 2 ) 

est sup^rieur ou simplement egal k Tunite. 

Supposons d’abord qu’il existe deux ou plusieurs nombres impairs 
OSMn-esdeC S.n,t.VI. 44 
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coinpris entre ces nieines limitcs. AIoi’s, on adoptant les memes nota- 
tions que dans les theoremes precedents, on troiivcra 

.Vg Sj ^ a • 

Gela pose, la premiere des equations (9) (theoromc precedent) don- 
nera evidemment 

R*+j< ^ ^ 

ou, ce qui revient au meme, 

(a) — /M 4 < C* -+- r 

(m devant etre > 2), D’ailleurs nous avons fait voir (theorbrne prece- 
dent) que tout nombre enticr compris entre les limitcs 

B*, G/. 

est decomposable cn m -4- 2 nombres polygones de I’ordrc fu -4- 2. La 
meine proposition, 6tant applicable aux nombres entiers compris entre 
les limites 

B*+5 , C*+s, 

le sera encore a fortiori, en vertu de la condition (2), aux nombres 
entiers compris entre les limites 

C* H-i , C*+s ; 

et comme C* peut etre aussi decompose de la meme manibre, il en 
rbsulte que le tbeorfeme IX est deja deinontre pour le cas 011 piusieurs 
nombres impairs se trouvent compris entre les limites 

y/3A: — 2 — I, 

Supposons en second lieu qu’un seul nombre impair se trouve com- 
pris entre les limites dont il est ici question. II n’y en aura qii’un seul, 
^plus forte raison, entre les deux suivantes ' 

\/ 3 p 4- 1) — 2 — I , y/ 4 '(A'+ i') ; 

et, par suite du theoreme VII, on pourra toujours resoudre siraultane- 
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inent en nombres entiers, on les equations 


(3) 


J /f + I = -t- M* -1- {’- -h »•’, 

I Sj-{- I t + It -t- i' -j- fT*, 


ou bien les deux suivantes : 


A' + 1 = 4- fi® + r® -h (v®, 

S, — l = t 4-M 4-i’ 4- «•. 


Dans la meme hypotbese, on aura necessairement 


et, par suite, 
( 5 ) 



4“ 4“ 2, 


D’ailleurs, comme le nombre C* et tous les entiers compris entre les 
limites 

B*4 .j, Ct+i 


sont decomposables en m 4 - 2 nombres polygones de I’ordre m 4 - 2 , il 
resulte d6ja de Tequation (5) que, parmi tous les termes de la suite 

C*, Ci + I) C*4-2, €*+■> — I, Ci-i-s, 

Ca 4- I est le seul pour lequel on pourrait revoquer en doute la possi- 
bilite d’une semblable decomposition. Mais ce nombre, etant egal a 

m 4 - S; 4 - ffi — I , 

pent etre, en vertu des equations (3) ou (4)» presente sous Tune ou 
I’autre des deux formes suivantes 


^ f«4- «®4- V® 4 - .*>®- 4 - «+ « 4 - *• + «•+/« - a. 

m ^ ^ ^ .V’ : , 

et comme, sous I’une ou I’autre de ces deux formes, il est 6videm- 
ment la somine de m + 2 nombres polygones, dont m 2 sont egaux 
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a zero ou a I’unite, on voit que tons Ics nombres entiers compris entre 

C/: el 

satisfont encore, dans la scconde hypothese, k la condition enoncee. 

CoroUaire I. — II suit de tout ce qui precede, non seulemeut que 
les nombres entiers compris entre C* et C*+j sont d^coinposables en 
m 4- 2 nombres polygones de I’ordre m + 2, mais encore que la de- 
composition peut toujours etre effectuee de maniere quo m — a nom- 
bres polygones soient respectivement 6 gaux a zero ou a Tunite; 

CoroUaire II. — La meme proposition est evideinment applicable 
aux nombres entiers compris entre les limites C*+2, a ceux qui 
sont compris entre les limites C*+4, 0*^.0, . . . et, par suite, a tous ceux 
qui sont renfermes entre les limites 

C* et 

-t et / etant deux nombres entiers pris a volonte. 

TH&OR'kME X. — Tout nomhre entier est ddcornposable en ciiuf penta- 
gones, six kexagones, sept heptagones, ...,eten gindral en rn ■+■ 2 nom- 
bres polygones de Vordre m 2 [m dtant >2). 

Dimonstration. — En effet, adoptons pour un moment les notations 
ci-dessus employees (th 4 orbmes VIII et IX). II est d^montr^ par le 
theoreme VIII que tout nombre entier compris entre les limites B^, C* 
peut subir la decomposition dont il s’agit, et par le theorbme IX 
(corollaire II) que la meme propriety appartient a tous les nombres 
entiers compris entre les limites C* et 0 *+*;, ^ et / ^tant pris k volonte. 
D ailleurs, si I’on suppose A = r, /= ao, on trouvera 

B*— I, 00. 

Ainsi, on vertu des th^orkmes VIII et IX, la dkcomposition knoncee 
sera possible pour tous les nombres entiers compris entre les limites 
I et Qo; ce qu’il fallait demontrer. 

Corollaire I, Les demonstrations que nous avons donnkes des 
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theorfemes YIII, IX et X prouvent evidemment que la decomposition 
d’un nombre entier en m + a nombres polygones peut toujours etre 
elfectuee de maniere que /n +- 2 de ces nombres soient egaux a zero 
ou a I’unite. Par suite, tout nombre entier est egal a la sonime de 
quatre pentagones, ou a une semblable somme augmentee d’une unite; 
a la sonime de quatre hexagones, ou a une semblable somme augmen- 
tee d’une oude deux unites; a la somme de quatre heptagones, ou a 
une semblable somme augmentee d’une, de deux ou de trois unites, 
et ainsi de suite. 

CoroUaire II. — Si Ton vcut, k I’aide des methodes ci-dessus expo- 
sees, decomposer un nombre entier N en m -1- 2 nombres polygones de 
I’ordre m-t- 2, il faudra commeneer par chercher une valeur de k, telle 
que le nombre donne N soit compris entre les limites 

Ci, C*+j. 

Pour obtenir une valeur approchde de k, on fera 

N = Ca.; 


et, comme on a generalement 
s, etant le seul nombre impair compris entre les limites 


■ m — 3, 


\jSk — 2 — I, — 2 H- 1 , 

on pourra remplacer, sans avoir a craindre une erreui* considerable, 


et 


C* par m 


s, par \/3A- — 3 

•j + V^3A — 


k — s/3k — ’i 
a 


2-1-/M — 2; 


par consequent la valeur approchde de k se trouvera determinee par 
I’equation 


m . m —2 

N = — A-i-m — a — 

a 2 


v/3A-^ 


(0 


2 
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ou, ce qui revient au meme, par la suivantc : 

(2) I _X _(N — m-i-2)J =-^— A-(34 — 2). 

Cette derniere equation etant du second degre, on ou tirera deux va- 
leurs de k, dont la plus grande sera celle qui doit verifier I’equation (i). 
La valeur approch6e de k etant ainsi connue, on en deduira sans peine, 
apres quelques essais, la valeur veritable avee Ics valeurs correspon- 
dantes des quantites que nous avons designees par 

C*, 0^4-2, Bah-i. 

Cela pose, il suit des th^orfemes VIII et IX que la valeur de N se trou- 
vera necessairement comprise parmi les nombres 

(3) B*4 .s, •.<, — 1, 0*4.5, 

excepte un seul cas, dans lequel elle sera egale a 

(4) C*H-i. 

De plus, si la valeur de N est comprise parmi les nombres de la serie (3), 
on pourra faire 

(5) N = 

/ etant un nombre impair compris entre les limites \/3(l+ 2 j ~2 — r, 
+ et r etant <m — 2 . Dans la mSme hypothbse, on pourra 
resoudre simultanement en nombres entiers les equations 

A 4- a = «»-)- u*-i- 

— .1- t — H ii -f- ^ -j— (.p>. 


En joignant celles-ci a I’equation (4), on verra que le nombre N est 
egal k la somme des quatre nombres polygenes 



augmentee de r unites. 
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On pent determiner facilement les vaieurs de s' et de r par le moyen 
de I’equation (5) mise sous la forme- suivante : 

( 7 ) N — Bt+s=(«i — 2 )^^— -hr. 

En effet, dans cette dernifere equation. 


2 

est evideminent le quotient de la division de N — B*+s par — 2 , et r 
lerestede cette division. On doit seulement observer que, r.pouvant 
etre 6gal a m — 2 , il est per mis, lorsque la division donne zero pour 
reste, de remplacer ce reste par m — 2 , pourvu qu’on diminue en 
meme temps le quotient d’une unite. II devient meme indispensable 
d’en agir ainsi loi’sque N est egal a C*^. 2 . 

Dans le cas d’exception, on a 

(8) N = = — I, 

s, etant le seul nombre impair qui soil compris entre les limites 
— ^ — I , Dans le m6me cas, on pent resoudre en noinbres 
entiers I’un des systfemes d’equations (3) ou (4) (theorbme IX). En 
joignant un de ces systemes k I’^quation (8), on en conclut imm^dia- 
tement la decomposition du nombre N en /n-f -2 nombres polygones, 
dont m — 2 sont 6gaux k I’unite ou k zero. 

Exemple. — Supposons qu’il s’agisse de decomposer 1 14 en six hexa- 
gones. On aura 

® m = 4» N = ii4; 

et par suite I’equation ( 2 ) deviendra 

(9) 4(A:-56)‘=3A:-2. 

La plus grande racine de cette meme Equation est, en nombres ronds. 


* = 63 . 
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Pour Gonnaitre le degre d’exactitude de cette valeur de k, j’observe 
qu’on a, pour m = 4* 

I =2(A-4 -i)— s', 

I Ca+, = 2 (A- + 3)-s;; 

et comme, dans le cas oil Ton suppose k = 63 , on trouve 

s' = s, = i3, 

lesvaleurs de C/,, se reduisent, dans cette hypotliese, tt 
C*— 128 — 13 = ii5 , Ca4.j = i 32 — 13 = 119. 

Le nombre donn 4 ri 4 n’etant pas compris entrc Jes limites ii 5 et 1 19, 
la valeur presumee de k est necessairement trop forte et doit 6tre 
diminuee au moins de deux unites. 

D’ailleurs, lorsqu’on suppose 

A =: 61, 

on trouve 

et, comme 114 est compris entre les deux derniers nombres, la va- 
leur 61 de k est exacte. Cela pose, on trouvera que s!,, ou le plus grand 
nombre impair compris dans \/ 4 (F+T), est egal k i 5 ; d’oii Ton con- 
clura 

B*+.j= 2(A-4-2) — i5 = iii, N — B*4., = 3. 

L’equation (7) se r^duira done k 

(11) 3 = 2^^— + /-, 

et Ton aura, par suite. 



r= r. 
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Cela pose, les equations (5) et (G) deviendront respectivenient 

I N = 1 14 = 2 X 63 — 13 -t- 1, 

( I a ) < 63 = H- -4- (r*“, 

I i3 = ^ 


Pour resoudre les deux dernieres, je fais 
4 X 63 — (i3)* = 83 = 

et je trouve 

X = Q, y = I, z ~ I ; 

d’oii je conclus, a I’aide des formules 

les valeurs suivantcs de t, u, v, w. 


(r =. / ^ j 


^ = 6, « = 5, p = i, «'=i. 

En adoptant ces m^mes valeurs, on trouve pour celle de N 

N =:u4 = ( 2 ^^— t) -t- «) -t- ( 2 «’*— i’) -I- (air*— iv) + 1 + 0 

= 66 + 43 + 1 + 1 + 1 + o - 

Nous avons done effectivement decompose ii4 en six hexagones, dont 
trois sont egaux a I’unife, et un a zero. 


OKuvret de C. — S. 11, t. VI. 
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SUR Li NATURE DES RACINES 

DE 

QUEiaOES EQUATIONS TRANSCENDANTES. 


§ L — Consideraiions g6n6rales. 

J’ai fait voir, dans le XVII® Gahier du Journal de I’J^cole royale Poly- 
technique, qu’etant donnee une equation algebrique d’un degre quel- 
conque, on peut toujours composer, avec les coefficients do cette 
equation, desfonctions dont les signes determinent, dans cliaque cas 
particulier, non seulement le nombre des racines imaginaires, mais 
encore le nombre des racines reelles positives et le nombre des racines 
reelles negatives. .11 est done possible de fixer a priori la nature des 
diverses racines d’une equation algebrique. La difficulte de resoudre 
la meme question pour les equations transcendantes a signalee 
par M. Poisson, dans le dernier des Memoires qu’il a publics sur la 
theorie de la cbaleur. Toutefois, dans la plupart des problbmes de 
Physique mathematique, on rencontre des equations qui renferment 
des lignes trigonometriques ou des exponentielles, et dont la solution 
est necessaire pour la determination precise des lois des phenombnes. 
A la veritb, la comparaison des rbsultats que fournissent les diverses 
mbthodes employees par les gbombtres faisait soup^onner que plu- 
sieurs de ces equations n’admettent pas’ de racines imaginaires. Mais 
on n’avait aucun moyen direct de s’en assurer et de reconnaitre si les 
racines d’une equation transcendante sont toutes reelles. On doit 
neanmoins excepter les deux equations fort simples 

(0 sin-=o, 

( 2 ) coss = o. 
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deja traitees par Euler. Lorsque, dans la premiere de ces equations, 
on suppose z — x+ysj — i, x et y designant deux variables reelles, on 
en tire 

ey e-y ey — e^y . 

(S) sm^ h coSuC V'-” * 

^ ' 2 2 

ot, par suite, . 

(4) (e.>'+ e-5') sin m 0 , (e?*— e“^‘) cos^r = o. 

Or, taut que I’on attribue a a; et a y des yaleurs reelles, on ne pent 
evidemment satisfaire a la premiere des formiiles (4), a moins de sup- 
poser 

(5) sin^-=o, cosd?=:±i; 

et Ton tire alors de la seconde 

gr_^-rz=:o, e^y=:i, 

((5) r=s»(0=o; 

d’oii I’on conclut que le coefficient de \J — i s’evanouit dans toutes 
les racines de I’equation (i), c’est-k-dire, en d’autres termes, que cette 
equation n’a pas de racines imaginaires. On doit en dire autant de 
r^quation ( 2 ), que Ton deduit immediatement de I’^quation (f ! eu 

remplacant s par J - s. II etait a desirer qu’on piit acquerir la meiue 

certitude pour d’autres equations plus compliquees. Ayant entrepris 
des recherchcs k ce sujet, je suis parvenu k trouver des regies a I’aide 
desquelles on pent fixer la nature des racines dans un grand nombre 
d’equations transcendantes, et specialement dans celles que pre- 
sentent les theories de la chaleur, de la lame elastique, des plaques 
vibrantes, etc. Avant d’exposer ces regies, je m’occuperai d’abord de 
quelques equations partieulieres qui se rapportent k diverses ques- 
tions de Physique math6matique. 
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§ II. — Stir les racines des equations lanff- = j et lang 3 = aj. 
Considerons d’abord Toquation transccndanto 
(i) tang- = 5, 

On reconnaitra sans pcinc, avee Euler (uotVlc second Volume de Vln- 
troduction a I' ancdyse des infiniment petits ) : i” quo cettc equation admet, 
non seulcmcnt trois racines nullcs, mais encore une infinit 6 do racines 
reelles, les unes positives, los autres negatives; 2“ quo les racines posi- 
tives sont renfermecs, la premiere entre les limites tt, la 

secondc entre les limites ait, 2it-f-^7c, la troisifeme entre les limites 
Sir, 3 it + ^Tc, etc. ; et que la racine positive, comprise entre les 

limites «ir, n-Tt -|- i-iu, peut etre determinee par le moyon de la formule 
generale 


{'*) 


__ (g/t-4-T)7t a ( 3 r a Y 

2 t'J /i -f- 1 ) 7r I * 3 L (3 M -r j )7rJ . 

g r+i^r T i ! 

i5 L(3rt - 1 - 1 ) 7 : J io5 L(2/iH-i)7rJ ’"I 


Cela pose, si Ton d^signe par a, p, y, . . • les racines positives do I’^qua- 
tion (i), rang^es par ordre de grandeur, on trouvora succcssivoment 

<* = 4,4934118..., P = 7,72325x9. . ., y = io, 9 o 4 x 2 x 5 . . ., .... 

Quant aux racines negatives, elles seront evidemment representees par 


_j3, —y 

J ajoute maintenant que I’equation (t) n’aura pas de racines imagi- 
naires; et, en elfet, si Ton y suppose 
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3c ct y designant deux quantites recllcs, elle donnera 

I dJ-r- = *»“?(•» +7V^^) 

( 3 ) j sinaj? + sin(2>-v' — i) sina-r + 1 {e^y — e-*-’) ^ — i 

( C 0 S 2 j; -i- cos( 2 _>'^/— 7 ) C 0 S 2 j; + -|(e--’'-t-e~*J') 

ou, ce qui revieiit au ni6nic, 

2 sin 2 0? e'ly^e-iy 

(4) ^ e-y 2 COS20; H- e~‘y^ ^ e-y-h 2 cos 2 j? -h e--y 

On aura par suite, pour les valeurs de a? et de j differentes do zero^ 

e^y — e^-'y sin2a? 

( 0 ) 7 = 

^ 4 j 20? 

Or, cctte dcrniere equation ne saurait etre admise; car, tant quo y dif- 
fere de zero, Texprcssion 

e-y — e~'^y ( 2 vY ( 2 vY 

7 — I H — o H ^5 — 7 — zr , 

4 y 1.2.3 I. 2. 3 . 4.0 

evidemment superieure a I’unite, surpasse, k plus forte raison, le rap- 
port 

sinaj? 

20 * 


Par consequent, dans toutes les valours de s propres a veritier I’equa- 
tion ( 1 ), la partie reclle x, ou lo coefficient/ de i doit s’evanouir. 
D’aillours, il cst facile de reconnaitre que la variable x ne peut s’eva- 
nouir sans la variable/; car, sj, dans I’equation (3), on poseii- = o, 
elle se transformera dans la suivante 


( 6 ) 

de laquelle on tire 


y — er-t-e-r’ 


ey-he’^y ey — e^y 


= 0 


ou, ce qui revient au meme, 

,< 7 ) + 


7 I.2.3.4-i) 
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ot Ton uc pcut evidcmment satisfairc a rMjiiadon (7), la vai'iahlo 
(itant reelle, sans supposor v = o. Done le coortleionf do \/— t s’ova- 
nouit dans toutes los raciiics de Tequation (1), of toufos cos vacines 
sont reelles; ce qu’il s’agissait do dcmonf.i'ct*. 

Considerons on second lion rcqiialion 

(8) Iang 3 =:rt 5 , 

a designant uno constanto rooUc. On rcconnaiira facilcinont quo cofto 
equation admet une racino nulle ct uno infinifo do racinos loollos, 
deux a doux egales, mais de signes contrairos. Do plus, si Ton rom- 
place s par x y . i , on obtiendra, au lieu dos equations (4), los 
deux suivantes 

. . a Big a./' — 

9) c- 3 ' -I- 2 cos 2 u; -H acos 2 .r + ’ 


desquelles on deduira toujours la formulc ( 5 ), en siipposant les valcui's 
dos variables x ct y difT^rentes de zero; tandis quo Ton trouvera, pour 
une valeur nulle do x, 


ou, ce qui revient au infime, 


(>') 


r 


I + 


1.2.8 1. 2. 8. 4.0 



1 .a 




o. 


Oril est aise de voir que cette dernifjre Equation, divisee par y, n’ad- 
raet pas de racines reelles, lorsque a est negatif, ou bien positif, inais 
sup6rieur k I’unite, et qu’elle admet deux racines r6elles. Tune posi- 
tive, I’autre negative, mais egales au signe pres, lorsque a est positif, 
mais inf6rieur a I’unite. Cela pos6, en raisonnant comme on I’a fait 
ci-dessus a I’egard de I’equation (1), on conclura d6finitivement que 
1 equation (8) n’a point de racines imaginaires, si ce n’est lorsqu’on 
suppose 


( 12 ) 


a > o ct < I , 
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auquel cas elle admet deux racines de celte espece et de la forme 

(^3) I, 3 = — ?^'— I, 

'C designant une quantite positive determinee par la formule- 


5^4 


I 4- 


(> 4 ) 


1.2.34.5 

a 

H- — H V-T+--- 

1.2 1.2. 3 . 4 


Les equations (i) et (8), que Ton pent encore ecrire comme il suit 


(15) sin5 = 3cos^, 

(16) sincz=<2:rcos-, 

se retrouvent dans plusieurs questions relatives a la theorie de la cha- 
leur et a la theorie des ondes. 


§ III. — Su?- les racines de Vecjuation tang-zz aj 4- 
Considerons niaintcnant Tequation 
(i) tangs = <13 + 6, 

a Qi b designant deux constantcs reelles dont la seconde ne soit pas 
nulle. On recounaitra sans peine que cette equation admet une infinite 
de racines reelles, les unes positives, les autres negatives. De plus, si 
Ton y remplace s par x i, x ety etaint des variables reelles, 

on cn tirera 

asin 2 J? . _ e*^' — e--*' 

(2 ) aj^ ■+■ } gSy_^ 2 C0S2X + g-v’ ~ 6*3^ + 2COS2X + 

Or le trindme 

+ 2 cos 2 a; + c-*3" 

etant essentiellement positif, et les deux quantitds 

y, e*y — er-^y 

dtant toujours de mdnae signe, il estclair que, si la quantity ct devient 
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negative, on ne poiirra salisfaire a la seeondc cles formules ( 2 ) a moins 
do supposei* / = o. Cette I'omarqne s’elend an cas nieine oii la edn- 
stante a s’evanouirait; car, dans ce cas particulier, la secondo des for- 
mules ( 2 ) donnerait 


e-y— e-*>' = o. 


ou, ce qiii revient an meme. 



J .2.3 


(«)•)* 

1 .2. 3. 4.5 



O, 


et, par consequent. 
Done, si Ton a 


r = o. 


(3) 


rt = o, 


I’equation (t) n’adniettra pas de racincs imaginaircs. 

Concevons h present quo la constantc a devienne positive. Si Ton 
attribue k la variable y une valeur differentc do /6ro, on tirera des 
equations ( 2 ) 

. , ' asinaa; — 

ax-i- b " ay 


ou, ce qui revient au in^me. 


(5) 



g3r — g-ajr ^ Bina.r 

ky ~ 2 a? 


Or, corame la valeur numerique du rapport 

gay — e^iy 

4r 

surpassera celle de la fraction — > I’equation (5) ne pourra dvidem- 
ment subsister qu’autant que Ton aura 
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et, par consequent, 



1 + 


iax 


< 0 . 


D’ailleurs, cette dernifere condition se reduit, pour des valeurs posi- 
tives de la constante b, a 

( 8 ^ x<. 

20 


et, pour des valeurs negatives de la constante b, a 


( 9 ) 

Done, si Ton a 



20 


(lo) o>0, 

toutes les racines imaginaires de I’equation (i) olfriront une partie 
reelle superieure a la quantity — ~ supposee positive, ou inferieure 
a la quantity — ^ supposee negative. Au reste, on ne saurait douter 

que Ton ne puisse satisfaire par des valeurs imaginaires de s a des 
equations de la forine 

(i) tang- = os -h 

mais dans lesquelles a serait positif et b different dez6ro. En effet, 
concevons que, a et p designant deux quantites reelles dont la seconde 
ne soit pas nulle, on suppose 

t 4 

^ ^ e*P-4- 2C0S2a-l- 4P 

) u— / sinaa e-^P \ 

( e®P-l- 2C0S2a-l-e“*P \ 4P / 

Alors, pour verifier I’equation (i), il suffira de prendre 

s = a -H P V^— I. 
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8 IV. — Sur lex raciiicx de I'rqtmtion laugs r; • . 

Z“ 0 

Considerons a present Tequation iransccndanle 


/ ^ ^ as 

a et b desigiiant deux constantes reeiles. On reconnaitra sans peine 
qu’elle admet, corame requation (8) du § I®‘‘, une racine nulle et unc 
infinite de racines reeiles, deux it deux egalcs, inais de signcs con- 
traires. De plus, si Ton pose, dans I’^quation (t), 


s=^y\r~i, 

y etant une variable reelle, et si Ton divise ensuite les deux membres 
par/, on trouvera 

a ey~-e'y 

* h — 7 ® ~ 7 1 ) " 


Or il est aise de s’assurer que cette derniere equation, dont le second 
membre 


er_e-y 

y{er+ery) 


I -4- 


.y 




.8.3 


I 


I. a. 3. 4.5 


-h • • • 


yt y4 

I . 2 I . 2 . 3 . 4 


reste inferieur a I’linite pour toutes les valeurs reeiles dey, n’admettra 
point de racines reeiles si, la constante a ^tant positive, Ic rapport ^ 

est negatif, ou bien positif, mais inferieur k runit6. Done, si Ton a 
simultan^ment 

(3) a>o, -<i, 

a 

I’equation (i) n’aura pas de racines imaginairos, dans lesquelles la 
partie reelle s’6vanouisse. 

II est essentiel d’observer que les conditions ici indiqu^es, k I’aide 
des signes > et < places entre deux quantit^s, doivent 6tre 4tendues 
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&u cfts nicrnc ou ccs (|u&ntit6s (lcvi6nncflt c^&l6s Gnlr6 dies, uii6 
convention qu il est utile d’adopter pour simplifier les notations, et 
que nous admettrons en general dans la suite de cet article. 

Si les conditions (3) n’etaient pas remplies, I’equation (aj pourrait 
adinettre quelques racines reelles, qui, prises deux a deux, seraient 
egales, mais de signes contraires, et par consequent I’equation 'i] 
pourrait admettre des racines imaginaires qui seraient, deux a deux, 
de la forme 


(4) 3 = cv — I, 

Pour savoir si Tequation (i) admet des racines imaginaires, dans 
lesquelles la partie reelle ne soit pas nulle, on fera 

z = a;-hy\/^i, 

.r, y designant deux variables reelles, et Ton tirera de cette equation 


(5) 


lang(a;-+-jv^) 


a(a: 4- jy/ — i) _ a(a;4-.rv/— i)[(j?— yy'— 


ou, CO qui revient au m4me, 

sin2x + ^ (e*J' — e~^y) \J — i (a? — \/ — i J +b{x +/ v’ — i )J, 

C 0 S 2 a; (a?* — _y*+ &)*+ 4 ir*.K* ’ 


puis Ton en conclura, en supposant que les quantites a; et r dilferent 
de zero, 

' 2 sinaa? ax {b + x* ■+■ y') 

2 cos2a; + (a?* — 

( 6 ) ^ 

c'J” — e-* 3 ' ayjb — X - — y-) 

\ 2 cos2a; - 1 - (a;* — y*+ by-^^x-y^' 


et, par suite, 
(7) 


sinaa; i 
aa? + 


fAx— e-a/ 1 

4/ b—x^—y-' 


Or cette dernifere equation ne saurait 6tre admise si b est positil ou 
nul, e’est-k-dire, si Ton a 


( 8 ) 


b>o. 
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En effet, j n’6tant pas nulle, la valour numoriquo do la Iraclion 



surpassera cello de et, si la condition (8) osL romplic, la valeiir 

nuinerique du rapport 

b ■— 

sera encore egalc on sup6rieure a cello du rapport 

I 

Done, lorsque b est positif ou mil, I’equation (i) n’admel. pas de ra- 
cines iraaginaires dans lesquellcs la partie ri'selle difffero de z6ro. Si les 
conditions (3) et (8) dtaient simultaneinent vtirifioes, c’(!st-sVdiro si 
Ton avait a la fois 

(n) a>b el /i>o, 

I’equation (i) ne pourrait admettre que des racines r^elles. 

On peut encore deduire de I’^quation (5) une autre consequence 
digne de remarque. En effet, comme on a genoraleinent 

(lo) tangs = 7 — — — — ; — x__ , 

(e=\/-« H- v'— I (e*=N/-‘ H- 1) i/— i 

et, par suite, 

(u) i + y/— I tangs 

I — v/— 1 tangs 

on tirera evidemment de I’^quation (5) 

(12) =; (jj+jy/ — i)~-t-^ + (.r+y \/ — i)a\/^i 

— {x 4-jK\/ — i)-ay/^ 

Si maintenant on egale entre eux les carr^s des modules des expres- 
sions iraaginaires que renfermentles deux merabres de la formule ( 12 ), 
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on trouvera 

[(j?+rv — i)av— i] [‘..y— vy ^ ,./•— _v\ ~ i 'ay 

[(j:-4-rV^)*-+i»— U+yv'^i)av'^i] [(.r— rv'~f — ■i)«V 

_ ( j;- — ^ + 6 — ay Y + ( a.K + a )- 

( .r‘- — H- 6 + a j- )* + .r’ ( 2 r — a 

_ (a.-»— r-+ ^>)»+ 4<r- + + 2a vC-r^-j-v^- b) 

(a'® — .V®-l- 6)®H- + a®(j?®-i-_)'®) — 2av(.r® — b'\ 

Or, rexpoiientielle qui forme le premier membre de I’equation (i3) 
elant necessairement une quantite positive qui reste inferieure a I’u- 
nit6 pour des valeurs positives de la variable y et devient superieure 
a I’unite pour des valeurs negatives de la menie variable, on conclura 
de I’equation (i3) que la difference entre le polynome 

(a?*— _y*4- b — a_}')® + a!*(2j 4- a)* 

= (j;® — 7®+&)® + 4 a;* + a* ( a:* 4- J*) + 2 aj ( a:* 4- /* — A ) 

et le polynome 

(.r*— ‘j/®4- b 4- «j)’4- a;*(2 y — a)* 

— (d;S_y!+ &)S^. aS(irS4-y*) — 2 a/(j:*4- JK*— b), 

c’est-a-dire le produit 

4aj(a;*4-7*— 6), 

doit 4tre une quantite de meme signe quc —y. On doit done avoir, 
pour toutes les valeurs de / differentes de zero, 

<x4) a(a;*4-/®— 6)<o. 

D’ailleurs, si Ton suppose 

(15) *<o> 

la condition. (i4) *^6 pourra etre verifies a moins que 1 on n ait en 
meme temps 

a <0. 

Done, si Ton avail k la fois 

(16) a>o et b<o, 

r equation (i) ne pourrait admettre que des racines reelles. 
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II cst bou d’observer quo les Ibniiules (9) ct (16) sent comprises 
dans les suivantes : 


Done, toutes les fois que cos dernibres conditions iscront vcrifibes, I’c- 
quation (1) n’admettra pas do racinos iinaginairos. 

Nous remarquerons, en terminantcc paragrapho, quo requation (1) 
peut s’ecrire comme il suit 

(17) (3*-(- A)sin3 — cbsa:=: o. 

En la presentant sous cette forme et supposant les conditions (16) 
remplies, on reconnaitra qu’elle coincide avee Tequation qui sort a 
determiner le mouvement de la chaleur dans une barre cylindri(|uc on 
prismatique d’une petite epaisseur. 


§ V. — Sur les racines de I’equation tangs 


n 


lang(c3v^— 1). 


Considbrons encore I’equation 


(0 


tangs = -7^tang(csy/^-'i), 

V-i 


qu’on peut aussi presenter sous la forme 


(2) 


tangs = 


a 


go’ — 


On reconnaitra facilement qu’elle a une infinite de racines rbelles qui, 
prises deux a deux, sont bgales, mais de signes contraires, et dont 
Tune se trouve renfermee entre les limites 




n designant un nombre entier quelconque. De plus, comme il suffit 
de remplacer s par s V— i pour que I’bquation (2) se transforme dans 
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la suivante 
(3) 

' ' a e* + e — 


il est clair que r6quation (2) aura encore une infinite de racines inaa- 
ginaires qui seront deux a deux de la forme 

^ — 5=— Cv'^. 

X, designant une quantite reelle, et dans Tune desquelles le coeffi- 
cient de \/— I se trouvera compris entre les deux limites 



J’ajoute maintenant que I’equation propos6e n’aura pas de racines 
imaginaires dans lesquelles la partie reelle difffere de zero ; et en eflet, 
si Ton remplace s par a? -hy \j— i, a? Qiy etant des variables r6elles, 
cette Equation donnera 


(4) tang(a?-4-yv/^)= -4=tang(ca!V^— I— c/), 

v-i • 

pu, ce qui revient au m^me, 


sinaa; -4-^(5*^ — e~*y) y— 
cosaa; -+- e~^y) 


. I sinac/ 

I e-*®*) -+- cosacj 


et, par suite, 

asinaa? e*o^—er-^ 

+ a cos a ar + e- “J' ■“ ® c*'® -h a cos a c/ -H «-*** ’ 

g«r — g-*y _ a sina<j' 

esr_^.2C0saa! *“ “ a cosa cj -+- e-*" 

Or on tire de ces dernieres, lorsqu’on suppose les valeurs de a; et de j' 
diffei’entes de z6ro, 

sinaa? sinacy _ e«y-e-*y 

(7) 2^ %cy hy l^cx 

D’ailleurs, I’equation (7) ne saurait etreadmise, puisque, desquatre 
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sill ft. r 
ft.2‘ 


sin ft y 

‘.icy ’ \y 


Ics deux premiers sont inferieurs, 


ct les seconds snperieurs a Tunite 


(abstraction faite des signes). Done, dans toutes les rad nos <lc I’equa- 
tion ( 2 ), la panic rcelle x ou Ic coefficient y do r so rednit ii 
zero. En d’aiitres tormes, cette ecjualion a sculcinent des racinos 
rcelles, et des racines imaginaircs dont la partie roolle s’evanouit. 

Lorsqu’on reduit les constantes rt et c ii ± i , les o<[uations ( 2 ) ot (3) 


coincident toutes deux avec Tune des suivantes : 


(8) 


lang^ 


e “ — e~“ 
■+• e-~ 


(9) 


larig.3=— 


e“ — 
c= -h e-'~ 


Done cliacunc de ces dernieres adniet uue infinite dc racinos ((ui, 
prises quatre a quatre, sont de la forme 

^ designant une quantite positive, ot n’a point dc racines imaginaircs 
dans lesquelles la panic reelle diffbre de zero. La remarque qiie Ton 
vient de faire est tres utile dans la th 6 orie des vibrations des lames 
elastiques, altendu que la formule h I’aide de laquelle on determine 
CCS vibrations a pour second membre une fonction des racines des 
Equations ( 8 ) et ( 9 ). 

§ VI. — Sur les racines de Viquation (angc5=/(a). 
Considerons maintenant I’equation 


(I) langca=/(3), 

c etant une constante reelle que Ton peut toujours r^duire, en chan- 
geant s’il est necessaire les signes des deux membres, a une quantiti^ 
positive, et/(s) designant une fonction quelconque de la variable s. 
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Si cette fonction, etant reelle, consem une Vjaleur finie toutes les 
fois qu on attribue a s une valeur positive ou negative et superieure 
(abstraction faite du signe) a une limite donnee /, I’equation (i) aura 
eertainement une infinite de racines reelles. En effet, designons par/? 
un nombre entier quelconque superieur a la somme 


Com me on aura 


/ 


t: 


I 




i. 


. il cst clair que, si Ton fait varier 3 depuis 


jusqu’a 


ou depuis 


jusqu’a 



dans I’equation (i) presentee sous la forme 
( 2 ) tangcs— /(s) = o, 

le premier membre passera, en meme temps que le terme tangcs, de 
I’infini negatif k I’infini positif, ou reciproquement. Done il s’evanouira 
dans I’intervalle; d’oii il resulte que Tequation (i) admettra au moins 
une racine positive comprise entre les limites 

ct une racine negative comprise entre les limites 

OEuvres de C. — S. II, t. VI. 
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Done, piiisquc le nombre ontier n pent. <n*()itre indetiiuinonl, I’ecfua- 
lion (i) adniettra unc infinite do raciues reelles, l(^s unes positives, les 
autees negatives. 

II cst important d'obseevei* quo la limilc I existe toutes les fois (pie 
les raeines reelles de I’eqiiation 


sont eu nombre fini. Done, si cetle condition est remplie, b^s raeines 
reelles de Tequation (i) scrontau contrairc cn nombre infini. Cb^st ee 
((ui arrivera en particulier si Ton prend pour /(s) une fonetion reclle 
et rationnelle do la variable s, e’est-a-dire, si Ton suppose 


(1 1 


/(-') = 


Ft--)’ 


l‘(3) ot K(s) designant deux functions reelles et entiisres de la mebne 
variable. Alors le nombre /ne sera autre chose qii’une limite supiirieurf^ 
aux valeurs num^riques des raeines reelles de requation 


( 3 ) F(5) = o. 

Si, pour fixer les idees, on prend successivement 




/(-) = =. /(-) = «-. /{s) = ns~{-b, = 


et si Ton remplace eii memo temps c par I'unite dans le pn^mier 
membni de I’^quation (r), on so trouvera ainsi ramene aux equations 
quo nous avons d6ja traitees, et Ton reconnaitra imm6diatement quo 
chaeune d’elles admet unc infinite do raeines reelles positives et de 
raeines reelles negatives. 

Revenons maintonantau cas oil, laconstante cetant positive, la fonc- 
tion /(s) a une valeur quelconque. Alors, si I’on remplace s par 
a? I , j? cty etant des variables r6elles, on pourra supposer 

/(a; + j y/ZTi) — p 4- Q 


( 6 ) 
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P, Q designant des fonctions reellcs des variables a-, y; et I’rinialiun i 
donnera 

(■7) p -4- o = tang ^ . V ./r-. ^ _ sin 2c.r + ^ ( - 1 ^ ITT 

cos a cj:- - yi ( I » 

ou, ce qui revient au memo, 

(8) P 2Sin3Cj7 ^ 

eSc.v -1- 2 cos a c d? -H- ’ giey ^ cos3£.r 4- ’ 

puis on en conclura, pour des valours dea: et de j diffcM'entes do zero. 


^ ^ sinaea? Q p 

)' [^cy X 

Or, comme la fraction 


do) 


e-oy— e-*‘’y 
^^cy 


i.a. 3 ‘ 


(gcv)> . 
I. a. 3. 4.3 


toujours superleure. a I’unite, surpasse, h plus forte raison, la valour 
numerique du rapport il est clair que I’equation (9) no pourra 

subsister si les fonctions P, Q sont telles que, pour toutes les valours 
possibles des variables reelles £i?,y, la valeur numerique du rapport ^ 

demeure constamment egale ou inferieure a celle du rapport 00 (jui 
arrivera si I’on a constamment 


ou, ee qui revient au meme, 

(la) (Pj^'-t-Qj?) (P)- — Qj?)>o. 

Done, si cette derniere condition est remplie, independamment des 
valours attributes aux variables reelles a;, j, alors, dans toutes les ra- 
cines de I’equation (i), la partie reelle ou le coefficient de y — i s’eva- 
nouira; et cette Equation n’aura pas de racines imaginaires qui ne 
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soient do la forme 

‘C d^signant une quantile reelle. 

Si, la condition (12) etant remplie pour loutcs les valeurs reelles <le 
.v et de y, la quantile P se roduit, pour une valour nullc dc .v, a une 
fonction dej qui ne puisse jamais s’evanouir, alors la premiere des 
formules (8) ne pourra subsistcr pour(» = o; ot par consequent I’e- 
quation (i), n’admettant point de racines imaginaircs de la forme 
±(^\/ — I, n’aura que des racines reelles. 

Si la condition (12) se v^rifie toutes les fois qu’on attribue b -v des 
valeurs reelles comprises entre deux limites donnecs .r,, .rj, et a v 
des valeurs reelles comprises entre deux autres limites y,, j*. on 
pourra seulemcnt affirmer que I’equation (i) n’admetpas de racines 
imaginaircs dans lesquelles la partie reelle x et Ic coefficient y de 
y/— I obtiennent des valeurs diff6rentes de zero, et respectivemont 
comprises entre les limites 


x — x = Xi-, y=yi, y-fi- 

Supposons maintenantque la fonction/(s) soit reelle. Alors Tequa- 
tion 

^ P + Q \/^ =/ (a: -1-7 \/^) 

' =Ax) 4 - fix) - -f^fi<v) - + • • • 


entrainera les deux suivantes : 


(i4) 






Par suite, si I’on fait converger y vers la limite z^ro, la quantity P 
convergera vers la limite /(x), et le rapport — vers la limite /'{x). 
Done, si Ton pose 7 = 0 dans la formule (12), aprbs avoir divis6 les 
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deux membres pary*, elle donnera 

('3) [/(•») + [/(j:-) — a7/'(x)]>o. 

Pour que la condition ( 12 ) se verifie independamment des valeurs attri- 
buees aux variables reelles x,y, il sera necessaire et il suffira : i" que 
la condition (i5) soil remplie pour toutes les valeurs reelles de j-: 
2 " que I’equation 

(i 6 ) (P 7 + Q^)(Pv-Qx) = o , 

resolue par rapport a 7 , ne fournisse jamais de racines reelles qui ne 
soient, deux a deux, egales entre elles. Ajoutons que la condition [i5 < 
sera remplie si I’equation 

('7) [/(^)+^/'(^)][/(^)-^/'(a;)]=o 

admet seulement des racines imaginaires, ou des racines reelles dou- 
bles, quadruples, etc., ot si de plus la quantite 

(18) /(o) 

obtient une valeur differente de zero. Dans le cas particulier oii cette 
quantite s’evanouit, la formule generale 

(19) /ix)=/(o)+x/'iex), 

qui subsiste toujours pour une valeur reelle de 0 comprise entre les 
limites o, i, se reduit simplement a 

/(x) = x/'{9x), 

et la condition (i5), reduite elle-meme k la forme 

(20) [/'(e^)]*-[/'(^)?>o. 

ne pent etre satisfaite qu’autant que la valeur numerique de la func- 
tion /'{a:) devienl un maximum pour a; = o. 

Il est facile d’appliquer ces principes g4neraux aux cas oii Ton sup- 
pose que la function /"(s) est entifere ou m 6 me rationnelle, attendu 
que, dans les deux hypothfeses, les premiers membres des formules 
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(r 2 ), (i5), (rG) et(i 7 )se rc(Uus(?ntimino<liatt!nHiii(, oimIii moinspou- 
vent etre rediiits a dos fonctions oiilicnis de.s variahlos ;»•, y, on do la 
soule variablo x. 

La Ibrmulo (u) ct cellos qui s’en dcdiiisont no sont. pas l(^s soiilcs 
qui puissent soi'vii* a fixer la naluro dos raciin^s do. rbquatinn (i). En 
effet, si, dans cotte equation, on subslituo ii la IVniotion (anj(05 sa 
valeur en exponentiolles imaginaircs, savoir 


(aO 

on en tirera 
(aa) 


langcs 


_r eW"— I 
Q'iezyl-i , 


pS,.sv/-I — 




puis, en posant s — x -t- y y/ — i , 

(a3) e"*"i‘(cos3Ci»4-y/ — i sin 3 (.•.»)= * — . 

I -y Q ~ l*y — • 

.Enfin, si Ton egalo entre eux les modules des expressions iinaginairos 
qui formentles deux raembres de la formule (a'i), on trouvera 

(34) • 

^ -y gyniTi’ 

ou, ce qui revient au memo, 

' (H-Q)=+1>. 


Or I’cquation ( 20 ) ne pourra bvidemment subsistcr, pour des valours 
de la variable y difTbrentes de z6ro, si I’ona, pour des valours positives 
de cette variable, 

(t-Q)»+P» ^ 

<I + 0)*H-P* ’ 

et, pour les valeurs negatives de j, 

(i-Q)» + P* , 

(n-Qr-4-p* 
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c’esl-a-dire, en d’autres termes, si Ton a, pour cles valours posilivos 
ou negatives de. la variable 


,r(,_Q)*+ps 1 

rL(i + Q)*+P* ’J 


>o. 


ou plus simplement 
(26) 




Done, si la condition (26) est reniplie, independamment des valeurs 
attribuees aux variables reelles x, y, le coefficient de y — i sera nul 
(Ians toutes les racines de I’equation (1), et cette equation n’aura pas 
de racines imaginaires. 

Si la condition (2(5) etait remplie, non pas en general, mais pour les 
systemes de valeurs reelles de x et de v comprises entre certaines 
liniites, on pourrait seulement affirtner que I’equation (i) n’admet pas 
de racines imaginaires dans lesquelles la parlie reelle et le coefficient 
de \/— I seraiont renfermes entre ces limites. 

L’une dcs conditions (26) ou (i i) sera necessairement remplie toutes 
les fois que Ton aura 


(27) 


P Q ^ 

— > o. 

X y 


En effet, supposons qiie, pour des valeurs de a; et de comprises 
entre certaines limites, la formule (27) se verifie. Alors, ou la condi- 
tion ( 26) sera ellc-meme verifiee, ou la quantite ^ sera positive, et par 
suite on pourra en dire autant, non seulement de la fraction ^5 

qui, on vertu de la condition (27), devra surpasser le rapport 
mais encore de la somme 

p + o 

a) y 

Or, si Ton multiplie par cette derniere somme les deux membres de 
la formule (27). on reproduira la formule (li). Cela pos6, ilestclair 
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<|ue, dans Tune et Tauti'e hypothese, toules los racinos iniaginalrcs 
de I’equation (i), qui ne seront pas do la Ibrmn ±^y/— i, oirriront 
des parties recUes et des coefficients dc i situos hors des liinites 
donnees. Si la condition (27) otait rcinplie pour loutes les valours 
possibles des variables a; et y, rcquation (1) n’a<lnicttrait (|uc des 
racincs.reellcs, ou des raciues iinaginaircs do la forme i. 

Onpourrait joindre aux formules(2G) 01(27) uno multitude d’autros 
formulos propres k signaler dans I’cquation (i), toutes los fois qu’cllos 
se trouveraient v6rifiees, I’absence de certaines raciues. Ainsi, par 
oxeinple, comme, en vertu de la formulo (24). on aura, pour toutes 
les valeurs dej diff^rentes de zero, 


fiSey — e-*ey Q 

4c)' cy 


et, par suite, 


+ Q )’ + 1*' v^t' - Q )'- Vp* 


^ L , 

\/(n- Q )*■ + \/(‘ - Q W P* ’ 


ou, ce qui revientau mfime, 


J > C v/(i + Q )> + P V(> - Q)* + I** . 
il est clair que, si la condition 

( 29 ) ^<cv'(i+Q)‘H-P*v/(i-Q)*+ 1 ** 

se trouve remplie, independamment des valeurs attributes aux va- 
riables cc ety, rtquation (1) n’aura pas de racines imaginaires. 

Observons encore que I’equation (23), qui peut etre presentee sous 
la forme 

(30) e-*°y(cos2ca;-4 - \/— 1 sinaco?) = Q , 

(i-hQ)* + P* 

entraine les deux suivantes 


(3x) 


e-»oy sinaca!=: 


(n-Q)*-t-P‘’ 



DE QUELQUES EQUATIONS TRANSCENDANTES. 377 
et queTon tire de ces derniferes, combinees avec la formule (24). 

i-P^-Q» 

v'(n-Q)*+P* v'Ci— ’ 

aP 

v/(r+QF+p^ v'(i-Q)*+p® ’ 

On aura, en consequence, pour toutes les valeurs de a? differentes de 
zero, 

/aas sinaca; _ P i 

^ ^ aca: ca: y/(n_Q)»+pi^/(i_Q)“-)-Ps 

Done, puisque le rapport 

sin 2 C 3 ? 

• 2 CX 


1 C 0 S 2 CX = 

sin = 


est toujours inferieur a I’unite, abstraction faite du signe, on pourra 
en dire autant, si la variable cc n’est pas nulle, de la fraction 

P I 

\/(i+Q)*-(-P*v^(i-Q)*+P* 

Done, si la condition 

(34) (^|y>c*[(i + Q)»+P«] [(i-Q)*+P“] 

se trouve remplie, ind^pendamment des valeurs attributes aux va- 
riables a?, 7, 1’equation (i) n’aura pas de racines imaginaires dans les- 
quelles la partie reelle differe de ztro. 

En gentral, soit 

(35) (f [ir,7, cosaca?, sinaca?] 

une lonction des quantites a:, 7, cosaca;, sinaca? qui, par sa na- 
ture, doive toujours rester suptrieure k un certain minimum A, ou 
inftrieure k un certain maximum B; et designons par 

ce que devient I'expression ( 35 ), quand on y substitue, pour 
^ 48 

QEuvres de C. — S. II? t. VI. 
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cosaca? et sin ncx, leurs valeurs tiroes cles tbrmiiles (2/1) ot ( 32 ). II 
est clair quo, si la condition 

(36) '|(.r,j)<A, 
on 

(37) 

se trouve remplie pour toutes les valours do x ot d(! j comprises entrc 
des limites donnees, I’equation (i) n’admettra pas do racinos itnap;i- 
naires dans lesquelles la partie reelle ct le coeflicient do soient 
renfermes entre cos limites. 

II est bon de remarquer : i" que la formulc (26) no pent (Mro vb- 
rifiee sans que la formule (29) le soit aussi; 2“ quo Ics forraules 
(29) et (34), lorsqu’elles ont lieu simullanement, ontraincnt la for- 
raule (ii). 

Au reste, I’utilite des diverses formules analogues a colics ((uo nous 
venons d’etablir depend surtout de leur simplicite; ct, sous co rap- 
port, les formules (26) et (27) paraissent prefbrables a toutes los 
autres. 

Goncevons a present que, dans I’equation (i), la Ibnction /(s) soit 
vbelle, et se presente sous la forme fractionnaire 

Posons d’ailleurs 


(38) = r + F(.r -H 7 = K + S yC:'!, 

r, s, R, S dbsignant des fonctions rbelles des variables a?, y. On trou- 
vera 


(39) - f(^+.rv(-i)F(a;-.y^-,) 


ou, ce qui revient au meme. 


(4o) /(.^-uv./ 3T)- (^'^^V^0(R-S^) _ Rr+Sj+(Ri-Sr)v/=:T 
(Rrh (R — ’ 
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et I’on en conclura 


(40 


P = 


Rr + Si 
R^+S* ’ 


Q = 


R^-Sr 
R>-t-S® ■ 


Par suite, les formules (i i) et ( 27 ) pourront etre reduites a 


(40 

(43) 

Done I’equation 

(44) 


Rs — Sr 


y 


< 0 , 


Rr + S.; 

x 


Rs — S/' ^ 
> o, 

y 


tanges 


f(-) 

F(0 


n’aura que des racines r 6 elles si le rapport 


(45) 


R.9-S/- 

y 


est negatif; et elle n’admettra pas de racines imaginaires, dans les- 
quelles la partie reelle direre de zero, si la valeur numerique du meme 
rapport est inf4rieure k celle de la fraction 


II est bon d’observer, en passant : i» que, la fonction F(a?) etant sup- 
pos4e reelle, le produit des deux facteurs 

est toujours une quantity reelle et positive, egale au carr6 du module 
de chacun d’eux, en sorte qu’on a g6neralement 

(47) F(ir+7V^)F(ar-7v/“i)>o; 

2 ° que, pour obtenir les bindmes 

(48) + Ss, R^ Sr 

renfermes dans les formules ( 42 ) et (43). il suffit de chercher la partie 
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reelle et le coefficient do y/— ' dans Ic ddvcloppoment dii produit 
(49) 

Ajoutons que, en vertu de la formulc (4), I’equation ( 22 ) dovic'iit 


(5o) 


_ F(g) + v/^l‘(g) , 
F(5)-v/-if(g) 


II pourrait arriver que le binome 
(50 F(5) + f(5) 

ffit decomposable en facteurs imaginaires de m6me forme qiu'- lui, (m 
sorte qu’on eut 

(52) F(5) + vF? f(5) = lF,(z)+sf^i f.(s)] [f,(5) -f-v^ l‘»(«0,l. • . • 
Admettons cette hypotlibse, et posons en outre 

( f,(d5 4-7F^) = f*(:r +7\/^)= 

(53) I 

( Fj(ar-t-7\/— 0 = Ri + Sj\/— Fs(a;+7F^)==Rs-HSsF^, .... 


r,, s,-, Tj, 5s; R,, S,; Rj, Ss; ... d6signant des functions reellcs 

des variables cc,y. L’ Equation (5o) se pr6sentera sous la forme 

(54) gSM^pT— Fi(g) H-y/— I ft (a) F8(g) H- y/— i fa(-s) _ ^ ^ ^ 

Fi( 5) — \/— ifi(0 F*(s) — y/— if,(-) 

et Ton en tirera 


(55) 


I e-*®y(cos2Ciry^ — i sin2ca>) 

1 _ Ri — ^i + (S|H-ri) y/— ^ Rt — + (Ss+ I't) y/ — 1 
( Ri + 5 i+(Si — R*H- 5 *+(Ss— /'*) y/^ 


Enfin, si Ton 4gale entre eux les modules des expressions imaginaires 
qui forment les deux membres de la formula (55), ou plutot les carrds 
de ces modules, on trouvera 

(56) e-*oy= (l^i~-^i)^H-(Si-4-ri)» (Rj— 5»)*+ (SsH-rs)^ 

(Ri + Ji)* + ( 8 ,-r,)* (R*+«»)*+(S,- r, )*■■*’ 
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ou, ce qui revient au m6me, 


(57) 


g- 4 oy_j^j 


Rj Si — St r'i 


^(Rt-H5t)*H-(S 




2 


(Rg-i- ^ 2 )® -h (^2 




Or, il est clair que I’^quation (i) ne pourra subsister, pour des valeurs 
de y differentes de z§ro, si Ton a simultanement, pour des valeurs 
positives de la variable y, . 

RiSj Sirt<o, Rs^s — •••> 


et, pour des valeurs negatives de la meme variable, 

Ri^t — St/'i>o, Rj^a — Sjrj>o, 


c’est-k-dire, en d’autres termes, si Ton a, pour des valeurs positives 
ou negatives de y, 

,KO\ RjSj— Sj/’s ^ 

(58) < 0 , < 0 , 

Done, si ces derniferes conditions se trouvent simultankment verifiees, 
ind^pendamment des valeurs attribuees aux variables reelles aj,y, I’e- 
quation (54) n’aura pasde racines imaginaires. 

Afin de inontrer une application des formules qui precedent, consi- 
derons I’equation que M. Poisson a donn6e k la page 376 du XIX* Cahier 
du Journal de I’itcole Royale Polytechnique, c’est-k-dire I’equation k 
laquelle se rapporte la distribution de la chaleur dans une sphere com- 
pos^e de deux parties de matibres diffkrentes. Si Ton fait, pour abrkger, 

-,=1, = Vl = h, bl = k, (3(t+Z')-i=«’ 

d CL , CL L 


cette Equation deviendra 

[X (Tn- — a (A -H 1)]^ coss sin jjls 

• — [Xa-l-(X-t-fi)(A-t-i)]s*cos«cosfx^ 

+ [X (X - 4 - /x) ( A — 1 )«* + « (A — A -H 1 )] sin^ sinfis 
_ ( A' — i) — (X -H fx ) (A - A 4- i)]s sins cosfxs = o, 

X, fi, hf k dbsignant des constantes positives, et a une constants rkelle 
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superieure a — i. On aura, par suite, 

( 6o ) e* IJ 13 + > f(g) Ck + n) z_- y/r.~i 

f(5) - s/-i f(--) a + (,)z - «7rr 

les valeurs de i (s) et f(5) etant ddtcrtninces par les equations 

, ( ^(®) = ^-[-cos 5 -<-(/- — r)sin 3 l, 

(or) . J ' / 

( f( 5 ) = z cosx; -h (/c — i) sin z -h // (5 cos 3 — sin z). 

Or, si Ton attribue a F(s), f(z) ces memes valours, ct si I’on fait, pour 
abr^ger, 

.r+jV/— 1 = «, iS?— 

le produit (49) se reduira evidemment a 


(62) 


f (f«) Fi(>)=l{a;—y \/~i) | COS ^ — i ) sin «] cos v (/,• — i ) si n c] ) 

I H- A ( u COS u — si n u ) ( (> cos r — s i n <») ) 

- Uh sin „ sin ^ j . 


De plus, si I’on divise pary le coefficient de y/^l dans le produit on 
question, on obtiendra pour quotient la somme des trois quantitcs 


(63) 

( 64 ) 

(65) 


X [ « cos «< + ( A •_ i) sin m] [ «> cos (^ + ( A ~ i) sin (>], 
X/i(u cos u —— sin m) (t' cos p — sin c), 

Uh 


sin u sin v — uo sin(a.yi/— i) "! 

^4 f e*r+ e-'r „»y 

cosaa;— (a;*-t-^») ^ ^ 


a L 


27 


]• 


*" W 7 ). les produit, ( 63 ) 

avito. “j “f do - >* et de - \h coincident 

evec les oarree des modules des expressions imaginaires 


(» +:r t/- 1) CM (a; +,. vt_ ^ ^ 

(« ,) co8(^ _ sj„(a, + J,^/z^•), 


seront toujours des quantitcs negatives; 


et, quant au produit ( 65 ), 
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comme on pourra le presenter sous la forme 


-uv, [^. ^ ^ ... (" _ 

il se reduira pareiliement, dans tous les cas, a une quantite negative. 
Done la condition ( 42 )sera verifiee pour les fonctionsF(s), f(5) deter- 
minees par les equations (6i). D’ailleurs, si Ton remplace T{s) par 
(X -1- et f(s) par a, la condition (42), r^duite k 


— a<o, 


sera encore verifiee si a est positif. Done alors elle sera remplie, pour 
les deux facteurs qui composentle second membre de I’equation (60), 
ou, en d’autres termes, les conditions ( 58 ) seront satisfaites pour cette 
derniere equation. Done, lorsque la constante a sera positive, I’equa- 
tion (60) n’admettra pas de racines imaginaires. 

Revenons maintenant a I’equation (Sg). Cette Equation pourra etre 
reduite k 


( 66 ) 


tangfxs 


()i + fi)5f(3) + aF(-) 


les valeurs de f(s) et de F(5) etant toujours determinees par les for- 
mules (61). Or, si Ton nomme P rh Q ^J—i le resultat de la substitu- 
tion de x±y\j— 1 a la place de s, dans le second membre de I’equa- 
tion (66), la difference 


(67) 


x y 


ne sera autre chose que le coefficient de \/— 1 dans le developpement 
du produit 


(68) . -^-(a?-+-rs/— 0(P — Qv^0 = — Qy/— 0- 

xy ^y 


On aura d’ailleurs 

I \ (X-)-)X)ff((>) -t-«F(P). 

(69) — «(X-l-f*)pF(r)-«f(r)’ 

puis, eri ayant egard aux formules (6i), et faisant, poor abreger, 

(7^) [(^ + — af(M)] [(^ = K-Mr, 
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on trouvera 

= Ml + ixy " -i- (4- - 1 ) sin «] cos + ( A- _,) sia,j 

|+/.(..cos«-sin«)(roosr-suu.)-AAsin«sinP) 

+ X«(X H- (.) «(,^ +^V- r)’ [« cos « + ( A- ,) sin „] f, cos p + (A-,) sj,,. 

^ _ ( ^ii r.ns // -4- ^ /’ 1 N £?{*» r ^ » . . •* 


-Xa* 


(72) 


{u cos /< + ( A — I) Siu «] [(' cos (- + ( A- — I) sin p] 

A(« cos M - sin u) (p cos p — sin p) - kh sin u sin p ) 

— ia*kh{x + y\f^t) _ tLnPZ*! y/z:,-j 

et, par suite, 

(i-7)="^(^+F)(X + fx + X«)[«cos«4-(A-,)sin«][.'CosP4-(A-r)sinp] 

+ a X (X + ^ /i ( « cos « - sin K ) ( P cos P — sin P) 

+ XAA«s ( _ si»8-» \ 

\ 4^ 2 X J 


K» 


2 

+ xp + P)=M [„ (£2!^' + !iHf ^ „j ^ 

m <la»8 1« second 

lc« f • °I *®“ ‘'“i* premiers restont posilifs toutes 

X "r: :7„r‘?’ posiiet 

sinajgN 

\ 47 ^ 2x J~a8musmp 


= (^’ + 7 *) f —7 + !Hl£f \ __ e~*y \ 

\ a® y I ^ cosaa?) 

= ®*4-ia;sin2« + cos 2 a;-n. ( 22 iVf.* sinajT ,\ 

, ,, . U — -jj 

I o 'tj'Ni >«.9 , ' 

_(a7)«' *_/ a:* 3« \ 

■*" 4 y +.. . . 


(27)* £» 
I.a.3.4 5 ■ 


1.2.3. 


est encore positif, attendu que I’on a nonr i 

quo 1 on a, pour des valeurs quelconques 
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de X, et pour une valeur de n egale on superieure au nombre 2, 
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(78) x'- 

( 74 ) 

( 75 ) 


“O? Sin2^ + C0S2^ 
2 


I sin2it? 


2 2X 


— i=jr a; ^2 + cos 3 j? — 3 dx>o, 

I I 

~l~xj (^*— sin*^2?)c?J?>0, 


.r* 


2/i 4 - I 


2 n 

H — 7 I > o* 


En effet, la condition (y 5 ) est evidemment satisfaite dfes que Ton sup- 
pose «>2. De plus, pour ctablir les formules (73) et (74), il suffit 
d’observer : i" que la function a?® — sin® a; est toujours positive; 2" que 
I’on peut en dire autant de la fonction 


2 ■+■ c0S2a? — 


2 sin 3 a? 

2J? 



—) 

tangxj 


sin® a? rfjf, 


qui s’evanouit pour a? = o, croit ensuite avec le binome 1 — 
depuis x = o jusqu’a = et reste superieure, quand on prend 
a? > a la quantite 

2 — I — - > o. 

TT 

II suit de ces di verses reinarques que la condition (27) sera verifiee 
pour requation (66), tant que les quantites 

X, fjt, h, A- el i-hx 

resteront positives. Done I'equation (66) ou (Sp) n’aura point, dans 
riiypotlibse adinise, de racines imaginaires, a moins que ces racines 
ne soient de la forme y \/— i . 

II reste k savoir dans quels cas on pourra satisfaire a I’equation (Sp) 
ou (60), en supposant 

(76) s=/\/=l. 

OEuPrei de C. - S. 11, t. VI. ^^9 
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Or, cette supposition rcduira Toqualion (Go) a 

r \ ± '!’■ v’^' ) • I • a . 

' ■ F(,)- v'-O - V- ‘ ■■■ 

puis, en prcnant a = 0 — i et faisant, pour ahrogor. 


(78) 




/ . X e-'^y 

“ jl 


2 jJLV 


^ \ ff.v- - r y ^ (*>' — (* y\ 




on tirera de la formule (77) 


( 79 ) 


r;Y=-(/t+ i)(^ 

AT, ev-y-he-v^y 



^>;x,v_^-(xyN^ 

n.x-\.c:-y fr.v\ 

V 3 - 

2f*.)' ; 

V ""3 j 


Fl 


^{xy — ^*-(^>'“1 /^A>‘-h r •>* (}y — (ry\ 

■a+t*)/ r, ■ -j ; —) 


-k' 


gx — g~i' r ei'’j'4- e~w cW — «;• w 


3/ 


-t 


^.iAr_,.-nr‘ 




•Afiy ' ' ■• 


De plus, coinmo chacunc des quantilos 


gr—e-r eW_e-W- gx+g-y gx—g-x eW-\-<i V-y 

2/ ’ 2fiJ ’2 3/ ’ •« 2/Jl,V 

est necessairement positive, il est clair quo, dans la formule (7<)), le 
coefficient Y de 0 sera positif pour des valours positives do X, p., 4, k, 
et le second mombre negatif. Done alors cette equation no pourra sub- 
sister, a moins que Ton n’ait 0<o. Done I’equation (5<)) ou (Go) 
n’aura point de racines imaginaires si les quantites 

(80) X, fji, A, k el 0 = 1 + a 

sont toutes positives; ce qui a effectivement lieu dans la question de 
Physique mathematique a laquelle cette Equation se rapporte. 

II ne sera pas inutile d’observer que r6quation (Sg), dont toutes les 
racines sont r^elles, comprend, comme cas particuliers, d’autres Equa- 
tions plus sinaples qui jouissent de la mEme propriEtE. Ainsi, par 
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exemple, si Ton pose successivement 

/i = oc , A- = sc , 

on en tirera 


On trouvera, au contraire, en posant A = o et A- = o, 

- M ^ o- 

Les trois equations prec^dentes peuvent 6tre reduiles a celles que nous 
avons d6ja considerees dans les §§ II et IV. 

On trouvera encore, en supposant a = o, 

( Xs®coS5 sinus— (/n- 1 ) 3 cos;: COSU5 

( 84 ) 

( — i)3sin3Sinft3+(A — A'-t-t) sin3COSfts = o; 


(81) 


(langs — z) (^tangfxs — — 


en supposant a = 00 , 

( X 3 *cos 3 COSfji. 3 -t-(AH-i) 5 COS 3 sinjji 3 

( 80 ) I +X(A— i)ssiii3Cosp3 — (A — A- + i)sin3Sin^5 = o; 


en supposant (A = I , 

[>.(^ + /a) (A- — i)3S4-«(/i — A" + i)]lang®3 

«(A4-i) — >«(A— i)h- (^+/x) (A — a- - hi)] a tangs 

— [>.a -h (>. + fi) (A -h i)]a®r= o; 

enfin, en divisant par h, et supposant^ = 0,^=1, 

(87) langjji3 4-Xtang3 = — — itangatangfia). 



ou, ce qui revient au m6me. 


( 88 ) 


tangfjt.3 -h X tangs 
I — Xtangs tangfis 
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Chacuno de cos divorscs Equations a toutcs scs racinos roollos lorsque 
les quantiles (8o) sent Unites positives. Do plus, si, dans la fonnulo (88), 
on poso succcssivcmcnf. 0 = f, 0 = ao, on olitiondni los doux o(|ua- 
lions 

(Sy) I — 

( 90 ) taOgfJi^ - 4 - X lailj? 3 :=; (), 

dont toutes los racines seront roellcs, poui* dos valours positives dcs 
constantes X et (a; ce qu’il serait facile do prouvor diroctomont h 
I’aide de la condition (2G) qui so troiivc vcrifuni ([nand on prinid pour 
/(s) une des deux fonctions 



qui peut etre pi'6sent6e sous la forme 

(92) tangs = ^=. 

az •+• I 

On aura, dans ce cas particulier, 

lf»_Q^ 

X y t)*’ 

et par cotis^uent la formule (27) se trouvera r6duite h 


(9^) aa -H - > o. 

y 

De plus, comme, en prenant s =y\J— \, on tire de I’equation (91) 


(94) 


a = 


ac'y 

j(ey_g-y)’ 


il est clair que, si I’on attribue li la constante a des valeurs positives, 
liquation (91) n’admettra point de racines iraaginaires de la forme 
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y y/~i-. D’ailleurs, dans cette hypotbese, la condition (gS) sera veri- 
fiee pour toutes les valours positives do la variable y, et pour les va- 
lours negatives de la memo variable situees entre les limites — -x . , 

_ Done alors, dans toutes les racines imaginaires de I’equation {Qr ), 
le coefficient do i sera necessairement negatif et renferme entre 

les limites o, Ajoutons que cette equation, qui peut s’ecrire 

comme il suit 

(gS) assins — C0S3 -hv^— isins = o, 

n’aura aucune racine reelle et finie. 

I VII. — Sur les racines de I’iqualion tangZ=!/(s), dans laquelle Zet/{z) 

designent deux fonctions distinctes de la variable s, 

Soient deux fonctions quelconques de la variable 5 , et consi- 

derons I’equation transcendante 

(r) tangZ = /(3), 

que Ton peut aussi presenter sous la forme 

( 2 ) langZ— /(3) = o.' 

II est facile de voir que cette equation aura une infinite de racines 
r6elles si, les fonctions Z, /(z) 6tant supposees reelles, les racines 
r^elles de I’equation 

sont en nombre fini; et si de plus, tandis que la valeur numerique des 
devient trbs grande, la fonetion Z s’approcbe ind4finiment, en restant 
continue, de Tune des limites — w? 4 - 00 . En effet, coneevons que ces 
conditions soient remplies. Alors, si Ton d^signe par n un nombie 
entier trfes considerable, on pourra satisfaire par des valeur^ reelles 
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dc z, soil aux deux equations 


( 4 ) 



Z 



r, 


soil aux deux suivantes 
( 5 ) + 


et, si Ton nommes,, s., los valeurs dont il s’af^it, il suftira de I'airo 
varier z entre les limitos 5,, s* pour quo le premier meinhre de I’equa- 
tion(2)passede I’infini positif j» I’infini negatif, on reciproquemeiU. 
Done ce premier membre s’evanouira dans I’intervalle, et [’equation 
(i) ou (a) aura au moins une racine reelle comprise entre les limites 
z = s,,sz=z^. Done, puisque Ic nombre n croit, avee los valours nu- 
raeriques de etde s.^, au delti de toute limite, requation (i) admot- 
tra une infinite de racines reelles. 

On ne pourrait plus en dire autant si, pour de trbs grandes valeurs 
numeriques de la variable s, la valeur numdrique de la fonetion Z ne 
pouvait surpasser une certaine limite A. Ainsi, par exemplo, dans 
I’equation 


( 6 ) 


:lang 


73*- 


• 3 o 5 ». 


• a7i 


(i + 5“) (3 (9 -h 5-) 


: lang 


■ s(7 j»-i-<)) 
(I-|-T*)(9-)-5=')’ 


que fournit la th^orie de I’^quilibre d’une masse fiuidc liomogbne douee 
d’un mouvement de . rotation, la valeur numerique de la fonetion 


( 7 ) 


Z = 


s(73»+()) 
(l-(- J*) (9 4-3*3 


ne peut surpasser un certain maximum 


I, 201... =(0,7649...)^, 


correspondant k la valeur reelle 2,828. . . de la variable s, e’est-k-diro, 
a la racine reelle de Tequation 

(®) 814-993*4-483* — 73 *= 0 . 
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Par cons^uent, dans. I’equation (6), la valeur nu'merique de la va- 
riable supposes reelle, ne peut surpasser le nombre 

tang(76»,49') = 2,583 


D’ailleurs, si Ton presente cette equation sous la forme 


(9) 


^(7^^+9) 

(14-3*) (9 + 5*) 


arc lang5 = o. 


on reconnaitra que le premier membre, qui s’evanouit pour 3 = 0 ct 
qui a pour derivde la function 

81 + 995 * + 433 *— 73 * I _ 83 * (3 — 5 *) 

(l+3*)*(9+3*)* l+3*“(l+3*)*(9+3*)*’ 


decroit depuis 3 = o jusqu’a 3 = \/d, obtient, pour 3 = v^3 = 1,732..., 
une valeur minimum qui est necessairement negative, etcroit ensuite 
depuis 3 = 1,782.. . jusqu’a 3 = 2,583..., en passant du negatif au 
positif. Done I’equalion (6) aura une seule racine r4elle, comprise 
entre les limites 1,782... et 2,583...; ce que M. Laplace avail deja 
prouve, mais par une autre metliode, dans le Tome II de la Mecamqm 
celeste. La racine dont il s’agit a pour valeur tres approchee le nombre 
2,5292 

Revenons maintenant au cas oil les functions Z,/(3) ont des valeurs 
quelconques. Alors, si Tonremplace sparar+jv/— i, a;etj etantdes 
variables rdelles, on pourra supposer 


( 10 ) Z = M+Nv/— 1 , /(a:+j'v/^) = P + Qv^> 

M, N, P, Q designant des functions r4elles des variables oe, y, et 1 e- 
quation (1) donnera 


r — \ sin 2 M + j-(g*^— 1 

(ii) P + Q = tang(M + N ij — jj ^ e-***) 


ou, cc qui revient au m6me, 


( 12 ) 


P = 


2 s)n2M 

g2iN^_ 2 COS 2 M “h 




2 COS 2 M -h e- * 
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puris, cn attribuant aux variables . is, y <los vuleurs qui nc veritient pas 
Tune (les Equations 

(. 3 ) 

(•4) 

on conclura des formulcs (la) 

, sinaM 0 I* 

“TiarN“ 4N m' 

Or, cctte dernibre equation ne pourra cvideminenl suhsislor si les I'oao- 
tionsM, N, P, Q sont tellcs que, pour toutes les valours possibles des 

variables reelles x, y, la valeur iminorique du rajjport deineure 

constamment inferieure a cello du rapport co qui arrivera si Ton a 
constamuicnt 

ce). 

Done, si cetto dernifere condition est v6rifieo inddpcndainincnt dos va- 
leurs attribuees aux variables reelles x, y, alors, dans cbacuno des 
racines de I’^quation (i), la partic reello x et Ic coeflicient y do \/— i 
verifieront certainement ou I’fiquation (i3) ou I’equation (i4). 

Si la condition (i5) se trouvait verifiec, non pas en general, inais 
simplement pour les systbmes de yaleurs r6cllcs de x et de jy conipris 
entre certaines limites, on pourrait seulenient afdrnier que, dans cha- 
cune des racines de I’i^quation (i), la partie r6clle et le coefficient do 
V I sont situes hors de ces limites, toutes les fois qu’ils ne vdrifient 
pas la formule (i3) ou la forraule (i4). 

Concevons maintenant que I’on tiro de I'equation (i) la valeur do 
I’exponentielle on en conclura 


M (1, 
N”<., 


(• 7 ) 


^ZvPi— i + \P7/(s) . 
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puis, cn rempla?ant 3 par x -hy \J— i", 

(18) g-^”(cosaM 4 -v'^sin 2 M) = 

• + Q-Pv''-i 


Si de plus on 6gale entre eux les modules des expressions imaginaires 
qui formcnt les deux membres de I’equation (t8), ou plutot les carves 
de CCS modules, on trouvera 


(19) 


e-«_ (i-Q)»+P» 
(i + Q)*+P* 


D’autre part, si Ton designe par 0 un nombre inferieur a I’unite, on 
aura, en vcrtu de la formulc (49) du § YI, 

g_w_,_4Ne-iON, 

i4iN 


Par suite, on tirera de la formule (19), en supposant la valeur de N 
differente de zero. 


(30) 



(i-Q)»+pn _ 
(i + Q)‘H-P*J~ 


e-m 


> 0 , 


OU, plus simplement. 
Done, si la condition 

(ar) 




SO trouve remplie, independamment des valeurs attributes aux va- 
riables X, y, alors, dans chacune des racines de Tequation (i), la partie 
reelle et le coefficient de V — i verifieront necessairement la formule 

(i4) N = o. 

Si la condition (21) se trouvait satisfaite, non pas en general, mais 
simplement pour les systbmes de valeurs reelles de x et de j' comptises 
entre certaines limites, on pourrait seulement aflfirmer que, dans cha- 
cune des racines de I’tquation (i), la partie rtelle et le coefficient de 
sont situes hors de ces limites, ou verifient la formule {t 4 ). 

CEimes de C. — . S. H, t. VI, 
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L’uno des conditions (i6) on (‘ii) S(n*a dvidoinnnnit roinplie toutos 
les fois que Ton aura 


(32) 


F> 

M 


0 


><>. 


Done, si cette dcrniiire condition cst satislailo pour lout(*s les valours 
reelles possibles des variables ajcty, requalion (i) n'adinettra <|ue des 
racines pour Icsquolles Tunc des Ibrnuiles (i3) el (i/|) sera veritide. 

Si la condition (22) otait satisfaile, non pas en gendral, inais siniple- 
ment pour les systdmes dc valenrs reelles do. .1:; (U comprises entre 
certaines liraites, on pourrait seulement affiriner que, dans chacune 
des racines de I’equation (i), la partic reellc et le eoefticient de 
sont situes hors de ces limites, ou verifiemt rune des ibrmulos(r3) 
et(i/|). 

On pourrait encore, par des raisonnements semblables ceux dont 
nous avons fait usage dans Ic § VI, decouvrir une multitude de for- 
mules analogues aux formules (iG) et (21), ct qui serai(mt propres k 
signaler, dans I’equation (i), toutes les fois qu’elles se trouveraient 
verifides, I’absence de certaines racines. 

Pour appliquer les principcs exposes dans co paragraphe k un 
exemple, considerons cn particulier I’equation 

(23) tangs* =3, 

k laquelle on no pent evidemment satisfairo que par des valours reelles 
de s, ou par des valeurs imaginaires dans lesquellcs la partic reelle 
diffkre de zero. La formule (21) et I’dquation (i4) donneront respecti- 
vement 

(24) ^<0, 

(25) ay'=0, 

et 1 on en conclura que, dans cbacune des racines imaginaires de I’e- 
quation (23), la partie reelle est positive. Si a Pdquation (23) on sub- 
stituaitlasuivante 


(26) 


langss=sy/— I, 
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alors les formules (21) et (14) donneraient 

(27) J'<0, 

(28) ar/ = o, 

et, comme evidemment I’equation (26) n’a point de racines reelles, on 
serai t amene a conclure que le coefficient de y"'— i est positif dans 
toutes les racines de cette equation qui ne sont pas de la forme y\— 1 . 


§ Vlll. — Sur les racines de I’equation = 


Soient toujours Z,/(5) deux functions quelconques de la variable z. 
Considerons d’ailleurs une equation transcendante qui renferme les 
lignes trigonometriques 


sinZ = 


1 g— 1 


2 y/ — -I 


COSZ: 


1 g— 


. „ sinZ 


et supposons que cette equation, resolue par rapport a I’exponentielle 
gV-*, se reduise a 


gZvPi=/(5). 


Si Ton y renuplace s par x x et v designant deux variables 

reelles, on trouvcra, en adoptant toujours la notation du § VII, 

(a) + 

ou, ce qui revient au meme, 

(3) e-N(cosM + s/^sinM) = P-hQv— *, 


et par suite 
(4) 


g-lN_pJ + Q». 


Or, on conclura de cette dernibre, par des raisonnements semblables a 
ceux dont nous avons fait usage dans le paragraphe precedent, que les 
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valeurs des variables x,y veriiieiit la condilioii 

' ;> O 

iS 

toutes les fois qu’clics iic rethiiseiU pas a z«'ro la roiiclion N. Done, si 
la condition 

se trouve remplie, independamment d(5s valeurs allribiuMis aux va- 
riables a?, j, alors, danschacuue desracines de requallon (i)» la par- 

tie r6elle a? et le coefficient y de if — i vcrificrout necessairement la 
formule 

(<>) Nrro. 

Si la condition (5) se trouvait satisfaite, non pas on {'tuieral, mais 
sinoplemcnt pour les systbnies de valeurs reelles d<' .r (d-dc^.v comprises 
entre certaines liniites, on pourrait sculeinent altirmer que. dans eba- 
ciine desracines de I’^quatiou (t), la partie reelle et lo coefficient do 
sontsitu^s hors de ces liinites, ou v^rifient r6(juation ((>). 

II pourrait arriver que la fonctiony(s) fiit decomposable en plusieurs 
facteurs, en sorte qu’on eut 

( 7 ) A=)=A{^)Ai=) />{=).... 

Admettons cette hypothlise et posons en outre 

(8) — + = + 

P|* Qt » Pj* Q». • .. designant des fonctions r6clles des variables x, y. 
L equation (r) se pr^sentera sous la forme 

et la formule (5) deviendra 

~ir~ “ 


(10) 


> 0 . 
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Or, cette derniere sera evidemment verifiee si I’on a constamment, 
pour des valeurs positives de N, 

(U) Pf + Q®>i, P|+Q|>I, 

et, pour des valeurs negatives de N, 


(12) Pf + Q*<I, P?+(}|<,, 

c’est-k-dire, en d’autres termes, si Ton a, pour des valeurs positives ou 
negatives de la fonction N, 


(i3) 


N 


> 0 , 


PI + QI-i 
N 


> o, 


Done, si ces derniferes conditions sont verifiees, independamment des 
valeurs attribuees aux variables x, y, alors, dans chacune des racines 
de I’equation (i), la partie reellea? et le coefficient j de y— i verifie- 
ront n6cessaircment la formula 

(t4) N = o. 

Si Ton tirait de I’dquation (i) la valeur de tangZ, on trouverait 


(i5) 


tangZ 


1 [A=)V-k 


puis on en conclurait, en remplacants par a? 4- j , 


(i6) 



1 P^ — Q*— I + aPQ y/— t 
v/— I P* — Q*+h-2PQv^— > 

I (p*_Q*)*_(i_2PQy/:i:i)'* 

y/'— T (P’-Q*+if4-4P‘Q* ’ 


ou, ce qui revient au m6me, 

. . sin2M4-i(c**-«-'^)s/^_ 4PQ-t-[i-(P‘+Q*)*lv!EI. 

(*7) cos + (P*-Q*-hi)»+4P*Q‘ 

Cela pos4, en raisOnnant comme dans le § VII, on prouvera que la 
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valeur nuuidriquc du rapport 


M 


doit rester infericurc a colic du rapport 

N 


pour toutos Ics valeurs dcs variabLis .r, y qui no voriliont pas runo dos 
equations 


(i8) 


M = <1, N o. 


Done, si Ton a, pour dcs valours dc .v ot do y comprises cnlro <‘<u‘lainos 
limites, 

f,„ 

alors, dans toules les racincs dc roquation (i), la parti(^ n'udlo ol lo 
coefficient de \J — i devront otre situcs hors d(' c(*s limites, ou veritier 
rune des equations (x 8 ). Ajoutonsque rune des conditions ( 0)011 (t()) 
sera n 6 cessairement remplie si I’on a 


(20) 


4P0 

• M 


^ N 


>0. 


On pourrait encore joindre auxformules (5), ( 19 ) et (ao) uno mul- 
titude d autres formules qui seraient egalcment propres li signahu’, 
dans 1 Equation (i), I’absence de certaines racincs, ct quo I’ou dccou- 
vriraita I’aide de considerations semblables k celles dont nous avons 
fait usage dans le § VI. Au reste, rutilite de cos formules ddpondrait 
surtout de leur simplicite; et, sous ce rapport, los conditions ( 5 ), 
( 19 ) et (ao) paraissent devoir etre employees de preference. 

Pour montrer une application des principes ci-dessus exposes, sup- 
posons que I’equation (i) coincide avec la suivante 


(2l) 


^ -t- g \J I z H- b\/ — 1 z-Jf c\J — 1 

z-asT^i --fev/rn 5 _cv/=7 
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d, h, c, . . . clssignonf'. (l6s const&ntcs tcgIIbs. On ciur 3 « d&ns ccttG hypo- 
these, 


( 22 ) M = j:', N = 

De plus, les conditions (i 3 ) donneront simplement 

( 23 ) a>o, b>o, c>o, 

et, par consequent, si les constantes a, b,c, ... sont toutes positives, 
Tequation (21) n’admettra pas de racines imaginaires. C’est ce qui 
aura lieu en particulier pour les equations 


( 34 ) 



s -\-a\l — I 
s — a\/ — I 

s + a\j—i «-l- A — I 
— a \J—i s — b<J — 1 



5 + 6 \l — I z+ c v'— I 


qui peuvent s’ecrire comme il suit: 


( 35 ) 




_ (a 4 - b)z 
~~ z-—ab ’ 

(a + b-^c)z^ — abc 

;!(5* — ab — ac — be) 


J 


Si Ton snpposait, dans I’equation (i),/(2) = o, alors, cette equation 
etant r^duite ii la forme 

( 36 ) ^'f^z=0, 

r^quation (4) donnerait e-*" = o, et, par consequent, 

(27) ■ N = oo. 

Si cette dernifere ne peut etre v 4 rifiee que par des valeurs infinies des 
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variables a? etj, retjiialioii (aO) n’aiira point do racin<‘s linios. C’osI cc 
qui arrivcra si Ton projid pour Zuno Ibnotion onliin’o do 5, s(»i( reello, 
soil iinaginaire. Ainsi, par cxemplo, los {i<{uations 

(38) C=\F>'=0, e'=i«, 

que Ton deduitde la formula (a(>), on posani; surcossivonionf 
Z = z, Z--.5V/“W 

sont du nombre do cellos qui ne peuvont o(ro vdritioos par aucuno va- 
leur finie reello ou imaginaire do la variable s. 

Post scrotum. — Apres avoir (onnino los prjiiniors paragraphos do 
I’Article qu’on vient de lire, nous avons roconnu quo, pour donionfror, 
commeon I’a fait plus haul (p. 3, >8 ot 3 ;k)), la roalitd do (outes los 

racines deTequation tangs ;=a=, dans le cas oil Ton suppose^ < i, 

il suffit do developper uno observation do M. Fouri(n‘. Kn oflbl, dans le 
Ghapitre V de sa Thdone de la chaleur (p. 3()G), 00 gdoinolrc indique 
la substitution do x-hy^— i, au lieu de s, cotnmc propro b consta* 
ter, dans le cas dont il s’agit, I’ubsenco des racines imaginairos. Quant 
a rid6e qu’a eue le meme geombtre d’appliquor aux Equations (ranscon- 
dantes des regies etablios pour Ics Equations algdbriques, olio donne 
naissance a plusieurs difficultbs dont I’exainen pourra fairo quclquo 
jour le sujet d’un autre Article. 



USAGE 


DU 

CALCUL DES RfiSIDUS 

POUR DETERMINER LA SOMME DES FONCTIONS SEMBLABLES 

J3ES RACINES D’UNE EQUATION ALGEBRIQUE OU TRANSCEND ANTE. 


Siipposons que Ton designe par x, y deux variables reelles, par 
s = x:-hy\j—t une variable imaginaire, et par f(3), F(s) deux fonc- 
lions quelconques de s. Soient de plus 

(0 » ■S' J j • • . » •3,,, 

celles des racines de I’equation 

(a) F(3) = o 


(Ians lesquelles la partie r4elle demeure comprise entre les limitesiTj. 
X, et le coefficient de \/— i entre les limites jo* Y. On aura, en vertu 
des principes du calcul des residus, 


(3) 


^ f(g) _ f(^i) , f(--o , , f(3,„) 


Le second membre de I’equation (3) est evidemment la somme des 
fonctions semblables de plusieurs des racines de I’equation ( 2 ). Si Ton 
veut que les differents termes dont se compose cette somme se re- 
duisent aux valours particuliferes de la function f{s) qui correspondent 
a 5 = s,, s = Sj, . . . , 3 = il suffira de poser 

i^=(p(s), f(a) = <p( 3 )F(s), 

OEuvres C. — S. 11, t. VI. ' 5 1 


( 4 ) 
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ou, plus generalemonl, 

+(=) afaignanl uno ,,„i ^ 

o„"rav«“ =■• -- '>i» pose, 

(6) ?(“l) + <p(3j) y — * I*' 9(3)I‘’'('3) 

et 

(7) ?(^i)+?(s«)+... 4 .<p(s„,)=:: -f( 3 )F( 3 ) 

•nS-. aK( 3 j)) 

desMomas ^galas. Supposoaa c„ affa. laa „„,i.,I “r - J 

LrL"„«lT'“ p" 5 

P(--), F'(3), P(z), K(« 

S’evanouiront pour 3 = C, et le rapport 

.«P(g+s)ra- 4 -o 

FTfTe) — ’ 

• ^tant d6veloppe suivant les puissances asccudantos do e nur. uonr 

premier termeleproduit ’ • 

p^sxr ‘(„-i) ^pw (0 • 

Done le r4sidu de la fonction 

correspondant a la valeur ■^~r 

auijuel on reduit la somme ’ P»‘ecisement le produit n<f (C), 
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cn supposant S| = Sg = . . . = Le mSme raisonnement est applicable 
a la formule (7). 

Si Ton admet que la serie (i) comprenne toutes les racines de I’e- 
quation (2), on pourra. prendre 

d;o = — 00, X=oo, jo=— »> Y = ac; 

et les formules (6) et (7) deviendront respectivement 


(8) 

( 9 ) 


<P (-Si) -H 9 (^0 +. . 9 (s„) = 


9 (•®l) ■*“ 9 (®») — 


L 

L 


9 (-g)F'(-) 
((F(5))) ’ 


9 (. 5 )F(^)- 4 >(^)F(^) 

((F(-))) 


11 importe d’observer que les Equations (6), (7), (8), (9) peuvent etre 
en general presentees sous les formes 




(-))) 


(*•) 


F(5) 

y ((9 (.s)F'(^)-4^(s)F(j))) 


a'o yo 


F{z) 


(12) 9 (5,) + 9 (s,) +. . .+ 9 (s„) = £, ( J ^ )) - 

p((9(5)F(s)-<};(5)F(5))) 

-O T(i) 

Ajoutons que, si le rdsidu de la fonetion 


(^))) 


(i3) 


(14) 

ou celui de la function 

(1 5 ) 


-G) 
G;)H;)-G)<i) 
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correspondant k une valeur nulle do s, s(« n'„luit a luia conslanto 
terminee, on tirera des fonnulcs (12) ou (,3), omi.incos avc^c Vinnux- 
tion (6) de la page 170, 

?f-) V'(i) 

= . .. r !' )) 

^ / I \ C. I,', > 




!•'(-) 


( 16 ) 9(5i)-H(p(cs)H-...H-9(j,„)_^ 

OU 


(17) 




((.Mih'd) 


^ F(-,) 


b2 dwif “ '’f ■i.ni ,.s, 

bon d indiquor. Ainsi, parexomple, lorsquo la 


(r8) 

OU 

(19) 






rz””- r'T »»»- 

ginaiiesde s, on tire des equations (10) ou (rr) 

(20) ?(*i) + ?(3,)4-...+ <p(5,„)= V 

vv F(-7“;y 

OU 

(=') 9(-.)+9(5,) + ... + 9 ( 5 „)= V' /'('£(£) 

F( 5 ) -JJ’ 

des equations (12) ou(i 3 ) 


( 23 ) 9(«.) + «p(sj) + ... 


+ 9 
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enfin dcs equations (i6)ou (17) 


( 34 ) ? (- 1 ) ■(- 9(^s) + • • • + 9 (•5«i) = T 




(;i 5 ) y (-1) “H 9 H- . . . -f- <p = X — ^ \ ^ / \z I 

((-*)) 

De meme encore, si Ic pi-oduit de la variable 5 par la fonclion 


ou par 


F(=) ’ 


9 (s)F'( 5 )-;j;( 3 )F(;;) 

F(i) ’ 


s’evanouit pour des valeurs infinies r^elles ou imaginaires de z, le re- 
sidu integral de cette fonction s’evanouira, et Ton tirera des for- 
inules (12) ou (i 3 ) 

(38) 9 (^ 0 + + 9(5, 


(39) 9 ( -1 ) + 9 (--») + ••• + 9 ^ ■ 

Si les deux fonctions F'(s) et 'Ks) conservent des valeurs finie.s, pour 
des valeurs qiielconqucs de s, on aui*a evidemment 

F(3) ~o f(5) 6 -F(yj 

et par suite I’equation (28) ou I’^quation (29) donnera 
(3o) 9(^1) + ?(^s) + •••■+■ ((?(*)))• 


Concevons maintenant que, dans les forraules (24) et (25), on pose 
(3j) 9(s)=s» 
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n6tant un nombre entier quelconque. Lcs premiers memhres de ces 
formules se reduiront ii la somme des puissances des raoines de 
r^uation ( 2 ) ; et, si ron designe par 

(82) .y« = 5" -+- 5'jl -t- . . . + 


la somme dont il s’agit, on trouvera 



Les Equations (33) et(34) supposent : i® que la fonction 


(3S) 


F'is), 


ou 

(36) F'(3)-^F(5), 

conserve une valeur finie, pour toutes les valeurs fmies rdellos ou 
imaginaires de«; 2 ® que le r6sidu de la fonction 

(37) 

ou celui de 

(38) 

correspondant k une valeur nulle de s, se reduit k une constanto d6- 
terminee. Admettons d’ailleurs que la fraction 
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obtieiine, pour une valour nulle do s, une valour finio a. La diff6ronce 



s’evanouira pour s= o, et, si Ton fait 



on tirera do I’^quation (33) 


( 4 ' > (( )) + <£-(( )) - l(i^y 

puis, on remettant, au lieu do Z, sa valour tiree do la formule (4o), 
savoir 



on trouvera definitivenient 



On arriverait au m^tno resultat on romplagant, dans la formule (34), 
la fonction i{^(s) par le produit az"-*. 

Lorsquo la fonction Z conserve une valour finio pours = o, alors, 
on d4signant par e une quantile infiniment petite, et ayant egard a I’e- 
quation (3o) de la page 2,9, on tire de la formule (43) 

. ‘'“‘[‘‘KOI 

i.3.3...(n — I) de» 

Concevons encore que, dans la formule (3o), on pose cp(s)= — • 
Le premier membre offrira la somme des racines de I’dqnation (2), 
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ftlevees cliacunc a la puissance du dcgre — «; o(, si Ton designo par 

( 45 ) = 57 " 4- . H- 


la sorarac dont il s’agit, on trouvera 


(46) 


s-« = - 


p E'(-) 

0((>T)¥(=)’ 


ou, ce qui revient au mfime, 

,, , _ prflF(=) I 

(^ 7 ) <L. flfs' ■ (("3« )) • 


Ces derniijres formulcs supposent : i" quo la Ibnction F'(s) conserve 
une valeur finie pour toutes les valours finios rbollcs ou iinaginaires 
de la variable s; 2® que la fraction 


(48) 


F^(g) 

3'‘F(5) 


s’^vanouit pour des valeurs infinies r^elles ou iinaginaires de la memo 
variable. 

Lorsque la fonction 


(49) 


F'(3) _rflF(5) 
F(-) ~ dz 


conserve une valeur finie pour 5 = 0, alors, en dOsignant par e une 
quantite infiniment petite, et ayant egard a Tequation (3o) de la 
page 29, on tire de la formule (47) 


(5o) 


' 1 rf'» lF(£) 

i.a.3...(n — i) rfe" 


Pour rendre plus sensible I’utilitb des formules quo nous venons 
d’btablir, nous allons les appliquer k quelques exemples. 

Supposons d’abord que F(s) se r^duise k une fonction entibre du 
degre m, et que Ton ait 


(5i) F(s)=s'»+ a, s«-»+asS'»-* + ... 

1 f dbsignant descoefficients r^els ou iinaginaires. La 
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constante representee par a, dans la formule (44), ou la valeur que 
prendra la fraction 



pour s — o, se reduira evideininent au nombre wj; et I’on aura par 
suite 

(Sa) = H-a,5 + as3®+... + a,„i!«. 

Done, si Ton d^signe par5„ la somme des »>«“*» puissances des racines 
de I’equation algdbrique 

(uS) 5"* + + . . . + Um—iS + Cr,„= O, 

on aura, en vertu de la formule (44)» 

(.) 4 ) «»— W- 

En d’autres termes, la somme sera le coefficient de 5 " dans le devc- 
loppementdu produit 

(55) — n l(n- <*13 + as3*4-. . .-t-aOTS™)* 

D’ailleurs, on trouvera generalement 

I 1 ( I -t- ai 3 + aj 3 *-t- . . . H- 

I ill 3 ^^ 3 ^ -H . . > “ 4 “ ”* 2 )* 

^ I + ^ (ai3 + aj3*-4-. • . + a,«3'“)* .. 

_ (nil! ( a, 3 4- <7, 3 * + . . . + 5"* )" + • • • ; 

\ 

et, si I’on designe par /?, y, N des nombres entiers inferieurs 

a n, le coefficient de s'^ dans le developpement du produit 

(57) ^ (<a 5 j 5 4- . .H- 


OEuvres de C. — S. II, t. VI. 


5a 
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sera la somme des expressions dc la lorind 


(58) 


(-I)N 


I.S.8...N 


N (i .a.3. . .yj)(i .aX. .'(/jT" .'(iTa;;!. . ./) ' •'''«’ 


qui correspondent a dos valours dc p, q, t propros a verifier los 
deux conditions 


(%) />+ r/H-. . ^ = i\, 

(6o) 

Cela pose, on aura 6 videinnient 


(6i) 



(— i)P+ 7 -f-.+< i.a.3.. .(/> -j.. . . . 4 .. (! ) 

p -4-17-1 -...+ 1 (i .a.3...7>) (i.^ir.7/)...(7.al3r.'.'’/) 


alnl.. 


.<], 


le signe 2 indiquant une somme de termes sernblaMos a <ielui qui est 
renferme entre les crochets, et devant s’ctendrc a tous les systenuis 
de valeurs dc/?, ( 7 , . . . , f qui v 6 rifientla condition (Go), l/eiiuation (Gr) 
etait d 6 ja connue. Si Ton y pose succcssivcmcnt «. = 1 , //. = 2 , 
71 = 3, . . . , on trouvera 


(62) J,=— a„ — actj, «» = — «J + 3rt,rt,— 3fls 

Concevons maintenant que Ton demande la valour de la somme 


(63) 


* 2" ' 




77 etant un nombre pair quelconque; il suffira dvidemment de chcrclier 
la demi-somme des racines de T^quation 

sinnj = o, 

elevees chacune k la puissance du degre - n, en ayant soin toutefois 

d exclure la racine 5 = o, ce que I’on fera en remplacant T^quation (G4) 
par la suivante ; 

(65) , sin££__ 
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Cela pose, on aura, en vertu de la formule (5o), 

I I I 

* a* S'* 4“ ^ 

i i. 

a ^ T.C 

i.2.3...(/i — i) rfs" 1.2.3.. .(« — I) ds>‘ ’ 


ou, ce qui revient au mfime. 


( 60 ) 



d»l 


sms 


I. a. 3 (« — i) ds'‘ 


En d’autres termes, la somme dont on demande la valeur sera le coef- 
ficient de s" dans le developpement du produit 


(67) 



en serie ordonn6e suivant l«s puissances ascendantes de s. Commc on 
aura d’ailleurs 


(68) 




1.2.3 1.2. 3. 4. 5 


^ I 3 I i 

__ 1 

1^1. 2. 3'' I.2.3.4.5'’ 

1 / 

. -S * -4 1 

1 2' 

^1.2.3' i.2.3.4.5'^ 


' « .1 ' , 4 . 

3I 

^^1.2.3 1. 2. 3. 4-5 

--I 

^ I * .. -4 , 


^1.2.3'' 1. 2. 3. 4-5 


on trouvera, par des raisonnements semblables a ceuxdont nousavons 
fait usage pour etablir la formule (61), 


I I 


4" 


(69)' 


->-S[ 


1.2.3 ...(/i + y-j-r-t-...) 


P 


+ ... (r.2.3. ../>)(!. 2.3.. .y) (1.2.3... r)... 
^(txs) (~ 1.2.1:^) (i.a.3.4.5.6.7) ■■■]’ 
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le signc 2 indiquant unc soinme <lo tonnes s(Mnblahlos a colui (jui est 
rcnfenn6 entrc les crochets, ot dovant s’otendro a tons los systonios 
de valeurs entiercs, nullcs ou positives, do p, tp <jui veritient 

la condition 


(70) 


/> -h 4 "4- « . • " • 


si Ton pose succoasivement n = 2, n f\ , n - - ( 5 , 
la formule (69) 


on linira do 


II It* I air* 

4"^ 9"^ If -n Ta’ 


(70 


1 + 4 ^ + ^+- 


_ 

0^> 






‘3(> I .14.3 .. '1 ' 


II _ ^ 

^ /j3 H . • • J ^ /j ^ » 


Dans ces dernibros Equations, ••• sent ce, qn’on appollolos 

nombres de Bernoulli. Si Ton designe par Aj, A,, A#, ... ces menies 
nombres, la valeur do A„, deduito des calciils qui procinlont, 8(5 pn's- 
sentera sous la forme que M. Libri lui a donnbe, savoir, 


(72) 


Sine 

A _ ^ ® 

/i(i .2.3. ..n) 

““ 


S[ 


I .a..?. 


p-^q -hr -H... (1.3.3.../^) (t .a.3...7) (i.a..‘l.. ./•)... 

^(1x3) (“■ 1 . 2. 3. 4. 5) (roxinr^) 


Concevons encore que Ton demande la somme des racines do I’ll- 
quation 


( 73 ) 


tangs = «, 


elevbes chacune a la puissance du degrb — n, en ayant soin toutefois 
d’exclure la racine s = o. Comme, pour opbrer cette exclusion, il suf- 
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fira de remplacer I’equation (73) par la suivante 

sins — scoss 


5.13 


(74) 


= 0, 


il est clair qa’on devra chercher la valeur de que determine la for- 
mule (5o), lorsqu’on pose dans cette formule 


F(S): 


sms — SCOSS 


On trouvera ainsi, pour la valeur de la somme demandee, 

.sins — £Cos£ 


dn' 


(75) 


S M “ 


1.2.3.. . (« — l) 




En d’autres termes, cette somme sera le coefficient de s" dans le d6ve- 
loppcment du produit 

.sins — scoss 


(7G) 

On aura d’ailleurs 


nl- 




(77) 


sms — s coss 


-/J__ 


Vi. 2 

1.2.3/ V'’2-2-4^ *• 

I 1 

S* I s‘ 

“'3'"5 

1.2.3 71 .2.3.4*^ 


ot par suite 

.sins — s cos; 


1 - 


(78) 


_£! 1 1 Y 

2 \5 1.2.3 7 I. 2, 3. 4*5 / 

8’ g* » •g* | . Y 

3 \5 1.2.3 7 I. 2. 3. 4-5 J 


puis on en conclura, par des raisonnements pareils k ceux dont nous 
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avons fait usage pour etahliv la forinulo ((h), 

I _ V f I . {p t - Y i ■ r. . . ) 

I *■"“ '‘2j 1 /T+yTTTT! (r«“ ;/>)(!.«. . .i/iu 

lesigne ^ iiidiquant une somine de tonnes senihlaI)los a eelni (jui eat 
renferme entoe Ics crochets, et rclalifs aiix divers syslenies <le valours 
entifercs, nullcs ou positives, de/>, y, r, . .., <{ui veriUenl la o.omlition 

(8o) ay^ H-/1 y 

Si, pour fixer les idees, on prend successivenieiit n 2, n — 'x, 
n = (j, . . . , on lirera de I’wjuation ( 79) 


(81) .V_»=g, 

ou, ce qui revient au raemc, 


(8a) s.,= L, 




a .'{7 


a . „„ 37 

7875 ’ " ■" 1875’ 


D’ailleurs, nous avons rcconnu (p. 358) quo les raeines de Ptajua- 
tion (73) sont toutes r^ellcs, niais deux h deux egales el de signes con- 
traires. Done, si I'on d6signe par a, p, y, ... les raeines positives de 
cette equation, les raeines negatives seront ropnisentees par — «, — 

— y, . . . , et Ton aura gdneralement 


(83) 


ft I 1 '] 

*-««- 2 +• • • I . 


on sorte que les equations (82) se reduiront aux suivantes : 


( 84 ) 


a* ^ ( 3 * ^ y* 

1 

. . , 

r I I 

T 

a* (S'* p ’ 

■• = 533 ’ 

I I I 

T 




_ 87 

6068750’ 
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, Si Ton voulait tirer directement des formules (84) les valeurs de a, 
Y> • • • » il suffirait d’observer que, pour des valeurs croissantes de n, 
le rapport 


2rt— ! 


2rt-2 


converge vers la limite a®, le rapport 

(^) 


nyi+i 

vers la limite p*, .... On en conclurait que la racine a coincide avec 
la limite vers laquelle convergent les termes de la serie 

(85) v/35 = 5,9..., v/^ = 4,7-.-, y^^=4,5..., .... 

C’est efTectivement ce qui arrive, et Ton doit meme observer que le 
troisieme terme de la s4rie (85) fournit d4ja une valeur trfes approchee 
de la racine a, dont la valeur exacte, calcul6e avec sept ddcimales, est 
4,49341 • • {voir la page 356). On obtiendrait avec la meme facilite 
les valeurs approchees de p, y, .... 

Supposons enfin que, la lettre a d4signant une quantile reelle, on 
dcmandc la somme b laquelle on parviendrait en ajoutant les racines 
de r^quation 

(86) tangs = as, 

elevees chacuno b la puissance du degr4 — n, et en excluant toujours 
la racine z = o. II suffira evidemment de remplacer I’equation (86) 
par la suivante 

,0 . sins — ascoss 

(87) ^ =0, 

et de chercher la valeur de que determine la formula (5o), lorsqu’on 
pose dans cette formule 


( 88 ) 


F(s) = 


sin-s — azcQ^z 



416 USAGE DU CALUUL DKS UlilSIDUS, ETC. 

On trouvera ainsi, pour la valour do la souiiuo <loinaufloo, 

. sin 5 - fts <M)SS 
fr I 

r s 

(89) - 


{n — 1 ) 




En d’autres termes, colic somuio sora lo coorticionl do 5 " *lans lo dovo- 
loppement du produit 

, sin - — ta c«>S5 

( 90 ) ' * 

On aura d’ailleurs 
sins — as cos 

\ 

( 9 O 

et par suite 

H ^ins— ascoss 




( 92 ) 



-( 

1 



-V 

g.it 1 .2/ " 


.r> 

j 3. j'l/ 



(s 


7u.3 


' * 

r iia — 1 

5" 


r 

s* _ 

+...] 

l.3(«-i) 

1 .Vi 

r> (t/ • 

■>) 

1 .2.. '(.4 



.. filf - 

.... I 


"12 

— I) 

T.’rt 


ZT) 

i 

*4“ • * • 1 

1 r 1 

j1 

t>f( - 

... 1 

g* 

"13 

1 

3 1 3 {a — 

r 

r> (u " 

rf) 

1 . 2 . :i . f\ 

‘“t * * * 1 


(93) 


i .g. . . (/^ + (/ + >'...) V 'itt — i I lo 

... (i .g. . 2 .. r</)(r.g.. ./•)... L3(«— "i) j-aJ 


puis on en conclura 

— L. 

Ai\p-\-q + r 

I' 5a— I ‘ r. 

L 5(a — i) i.g.OtJ I 7 («~-“i) 7.2..'{..'|.r».G I 

le signe 2 indiquant une somme de termes semblahles ii codui qui est 
renferme entre les accolades, et rclatifs aux divers systemos dc valours 
entieres, nullesou positives, de p, q, r, ... qui vdrifiont Toquation 

( 80 ) 2p + ^q + 6r + ...z=n, 

Si, pour fixer les id^es, on prend successivement /i = 2 , «==4» 
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/I — 6 , on tirera de I’equation (98) 


(04) 


^ * 3(« — i) 


•«-4 

•5-0 


— 1 r -^ILZ-L. 1 * * — • 

“•2L3(ff — 1)J a 5 (a — I)’ 

- » r Y 1 __ 3a-i 6a-i 

4L.3(ff-i)J 16 3(«-i) 5(^_,) 


I j a — I 

120 77« — i)’ 


I) aillcurs, nous avons reconnu (p. 358) que les racines de I’equa- 
tion (86) sont toutes reelles, mais deux a deux egales et de signes 
conti'aires, lorsque la constante a cst negative ou bien positive, mais 
superieui’c a 1 unite. Done alors, si Ton designepar a, p, y, ... les ra- 
(lines positives de cette equation, les racines negatives seront repre- 
sentees par a, p, — y, .... etles formules (94) donneront 


(oC>) 


JL _i_ J_ _i_ JL j_ r r — 1 I 3a — i 

4L3(« — i)J 12 5(a — I)’ 

JL J- _L. 1 _|_ I r 3g — I 1 » I 3a — 1 5a — 1 i ya — i 

P* y" 8 |_3(a — i)J 3a 3 (a — i) o(a — i) 24 o 7 (a — i)’ 


Si Ton supposait en particulier a = a, a, p, y, . . . seraient les racines 
positives de I’^quation 

( 9 <>) lang5 = 25, 

et Ton tirerait dcs formules (98) 

/III _5 

jjJ -+- P> -+■ y> ■+■ 6’ 

JL.uJLj.JL-u 

( 97 ) 90 ’ 

I2 J.JL j-i-j- 

I a* P* y* " ' ' 3 o 24 o * 

.o3 


OEtwres de C. — S. it, 1. VI, 
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Si la constantc a ctaitposiilvo, inais iiilV'ricuro a Tuuitt*, alors 1 <((jiia- 
tioii (80) adracttnit (Icuxracincs iniajjinaiirs do la Ibriuc 

(g8) ; ~ S \f~- 1 , 3 '■ ? V ■ ' ’ 

la quarttitc roelle K ‘dant dotcji-miiUMi par la forimili' 


(99) 






ot Ton trouverait, en dcslgnant toujours par a, fl, y, 
reellcs et positives de la proposer, 


les raeines 


(lOO) 


I I 

I 

• ' 
y* 

I 

I 

a 

3rt- 

firr- 

- 1 



I. 1 

-4-1 + 

I _ 

r 


■"f)\ 

» I 5rt--i 


"i r T* • • 

• ^ 

4 

'i{a- 


""""ia t>(tt- - 0 ’ 


1 I 

1 , 

1 

I 

I 3 ft 

__ t * 

la 1 



+ -j + .. 

y* 


8 


-<). 

1 "ih Spr- T) 

a {a 


r 


{) V'|0 — i)’ 


Si a etait renferna6 entre les limites i et la premiere <les for- 

mules (ioo) aurait pour second moinbre.unc quantite negative, et Ton 
tirerait de cette formule 

C-) ■ 

On obtiendrait ainsi une limitc superieure de la quantite C* qii<^ 
peut, au restc, dMuire facilement de I’equation (<)<)), attendu quo le 
premier membre de cette equation d^croit sans cesse, on passant de 
I’unitfe k z6ro, tandis que Ton fait varier K depuis = o jusqu’a = qc. 

Lesformules (6), (7), (8) et (9), dont les calculs que nous venons 
de faire indiquent suffisamment les nombreuses applications, sup- 
posent que la suite 

(0 

renferme toutes les racines de I’equation ( 2 ), pu du moins toutescelles 
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(Ians lesquelles la partie rcelle demeure comprise entre les Ihnites ar#. 
X, et Ic coefficient de ^ — i entre les limites Y, Si I’on designait, 
au contraire, par s,, Sj, . . . , les racines que Ton pent deduire de la 
formulo 


(lOa) 5 = M-H(>y/ — I, 

cil'prenant pour u, v deux functions reelles donnees des variables x, 
y, ct altribuant a ces variables des valours respectivement comprises 
entre les limites x = x^, x = "L, y = y^, yz=X- alors, en adoptant 
les notations que nous avons deja employees (pages aSy et suivantes), 
on obtiondrait, a la place des 4quations ( 6 ) et ( 7 ), d’autres equations 
du m 6 mc genre, mais dont les seconds membres seraient des r 4 sidus 
exprimes a Taidc des notations dont il s’agit. On trouverait elfective- 
mont 


(io 3 ) 


9("i) -t-'pC^s) *+•■ ■ • 


_.=X y=T q,(;;)F(^) 
a’=ro^j’=yo ((^(■^))) 






(io 4 ) 9(^1) 4-9 (gi) -4-. + (j_« + (-V^), 


la function 4 '(®) 6 tant toujours assujettie a la seule condition de con- 
servor une valeur finic, tandis que la variable z recevrait une des va- 
lours s,, Sj, s,n. Demome, si les racines de requation(i), designees 
par 5,, Sa, .... s,„, etaient pr 6 cisement celles que Ton pent deduire de 
la formule 

(io 3 ) j:=:r{cosp-+-\f^sinp), 


en attribuant aux variables retp des valeurs respectivement comprises 
entre les quantit^s positives r = r*, /•==R, et les quantit^s positives 
ou negatives/? =/)o, JO = P» on aurait . 


. . '■-* 9 (g) 

(106) 9(3,) •+■ 9(s,) 4-. . ((Ftg)F’ 


[s = r ( cos/> -h Sin/>)], 
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ou, plus simplonimiC, on laisaiU usaj'o do la iiolalion otahlio pa^^i a.)«, 

('. 07 ) ?(-l) I- <p( 5 , .V(-l !■’'( 3 ). 

et I’on trouYorait oncor(i 

(io 8 ) 9 ( 5 ,) r"' -‘I't's) I'(3) 


Ainsi, par cxomplo, si la suilos,, 5, vrntm-nm soulomoni I,s 

racines dont le modulo est infdriour a rnnito. on aura 


(tog) 9(s,) + (p(3,)4-...-H9(3,„) = '’'r , ,, 

(»)^( •«) 




ct 


Lorsque la fonction 

?(-)K'( 3 ), 

ou 


(> 9 ) 


?(-)P'(3) — tl/(3)F(3), 


lumte, a ors laa formuloa (,07) at (,„«), ,, , , 

S tt7" f 

rentermant las deux tames da chaaano das fractions 

(lit) ?(-.) + ?( 3 ,)+... 4 - 9 ( 5 ,„)='"r'’'’ // y( 3 )P( 3 ) \\ 

\\ F(3) JJ’ 

(>-■») ('/sWr(i)-i(s)F(r)« 

F( 3 y JJ' 
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On a vu (Ians cet Article combien il cst facile de calculer, a I’aide 
(lu signe la somme des fonctions semblables de plusieurs racines 
(I’unc (Equation algebrique ou transcendantc. Cette somme etant une 
fois exprimee en rdsidus, on pout aisement transformer son expression 
(in int()grales dcfinies, ou la developper en serie. En effet, poury par- 
venir, il suffit, dans un grand nombrc de cas, de combiner les for- 
mulos qui precedent avec les equations que nous avons prec^demment 
obtcnucs [voir les deux Articles qui s’etendent de la page 124 a la 
page ( 4 .) ct de la page 256 a la page 285), ou de developper en series 
convergentcs les fonctions renfermees sous le signe Ainsi, par 
exemple, en combinant la formulc (in) avec la formule ( 65 ) dc la 
page 265, on trouvera 


(11 3 ) 


?(-») ?(-s) +■ • •+ <P(-/k) — 



F{eP^) 


LViquation (ii 3 )suppose : 1° que la: suites,, 5,, .... r„ renferme seu- 
lenuiiit colics des racines do l’4quation (2) dontle module est coinpris 
entre. les limites o, i; 2° que le produit ^(s)F'(s) conseiTe une valeur 
finie pour les valeurs finies rdelles ou imaginaires de s, ou du moins 
pour cellos dont le modulo cst inferieur a I’unit^. 

Los formules analogues a I’equation (ii 3 ), et celles que Ton deduif 
des (iquations (6), (7), (8), etc., par le developpement des fonctions 
en siiries, m6ritont d’etre remarquees, et nous fourniront le sujet dc 
quelquos nouvcaux Articles. 
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